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Dam un premier temps, je vais defmir dans l’anneau de Burnside des projecteurs 
qui mettront en lumitre des bases de cet anneau, associees a certaines families de 
sous-groupes du groupe originel. Les connaisseurs apprtcieront sans dome le fait 
que ces bases sont formtes des Ind$ St,(H/o,(H)) pour H modulo G. J’essaierai 
dans la seconde partie de voir quelle mesure ces resultats s’etendent a I’anneau de 
Green. cc, 1991 Academic Press. Inc. 
TABLE DES MAT&ES 
1. Prqjecteurs dans i’anneau de Burnside. 1.1. Notations et rappels. 1.2. Definitions. 
1.3. Orthogonalite. 1.4. Images. 1.5. Bases. 1.6. Decomposition. 1.7. Exemples. 
1.7.1. Operation de G sur les ensembles ordonnes. 1.7.2. Un crittre d’appartenance. 
1.7.3. Formules de changement de base. 1.7.4. Un lemme. 
2. Projecteurs dans I’anneau de Green. 2.1. Notations. 2.2. Definitions. 2.3. Ortho- 
gonalite. 2.4. Decomposition. 2.5. Transitivitt. 2.6. Modules de p-permutations. 
2.6.1. Traces relatives. 2.6.2. Cas general. 2.6.3. Produits. 2.7. Complements. 2.7.1. Une 
autre formule. 2.7.2. Et de plus.... 2.7.3. Cohomologie. 2.8. Une suite exacte scindte. 
2.9. Conclusion. 2.10. Appendice. 
1. PROJECTEURS DANS L’ANNBAU DE BURNSIDE 
1.1. Notations et rappels 
Soit G un groupe fini. Je note b(G) l’anneau de Burnside de G, a coef- 
ficients entiers, et b,(G) son produit tensoriel par le corps des rationnels. 
Alors b(G) admet une base formee des G/H, 06 H parcourt les sous- 
groupes de G a conjugaison pres. 
Si H est un sous-groupe de G, je note Indz (resp. Resz) le morphisme 
d’induction de b(H) dans b(G) (resp. de restriction de b(G) dans b(H)), 
pour les structures de Z-modules de ces anneaux. De m&me, si H est un 
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sous-groupe normal de G, je note Infg,, le morphisme d’inflation de 
b(G/H) dans b(G). 11 m’arrivera comme tout le monder d’oublier les restric- 
tions, et tgalement l’inflation, ce qui n’est pas rien. 
Si H et K sont des sous-groupes de G, alors l’ensemble (G/H)K des points 
fixes de K sur G/H (i.e., l’ensemble des classes xH, pour x dans G, telles que 
K” E H) sera considert comme element de &N,(K)). Plus generalement, si 
X est un element de b(G) qui s’tcrit 
X= 1 x,(GIW, 
Hmod.G 
je note XK l’element de h(N,(K)) dtlini par 
XK= 1 x,(G/H)~ 
Hmod.G 
Je note de m&me [(G/H)“1 le cardinal de (G/H)“, et je pose 
lXKl = c x~i(G/ff)~i. 
Hmod.G 
Avec ces notations, il est clair que (X . Y)K = XK . YK. 
Je noterai T,(K, H) le “transporteur” de K dans H, i.e., l’ensemble des 
x de G tels que K” z H, et T,(K, H) l’ensemble N,(K)\T,(K, H)/H. 
Le formule de Mackey donne l’tgalite 
(Indz X)K = C Ind NC(K) 
NHr-‘(K) x:, 
xt Tc(K, If) 
oti X, est l’element de b(K) deduit par conjugaison par x de l’element 
Resg, X de b(K”). De meme 
[(Indz X)KI = c JXK’I. 
lit TdK,HUH 
Si le groupe G opere sur le complexe simplicial S, je note n: le module 
de Lefschetz rtduit de S, defini par Thevenaz dans [THl], a savoir 
A;= -G/G- c (-l)‘“‘G/G,, 
.,ES/G 
ou 1.~1 designe le cardinal du simplexe s, et G,s son stabiliseur dans G. I1 faut 
bien stir supposer que S est tini. 
Le complexe simplicial S et sa subdivision barycentrique Sd(S) ont 
meme module de Lefschetz (cf. [THl ] ). Le passage a la subdivision 
barycentrique permettra d’utiliser les resultats concernant les ensembles 
ordonnts. 
A tout ensemble ordonne X est associe un complexe simplicial S, dont 
les simplexes sont les parties totalement ordonntes de X. Si le groupe G 
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opere sur X, il opere aussi sur S,, et je noterai AZ le module de Lefschetz 
correspondant. 
Je noterai j(X) la caracdristique d’Euler-Poincart rtduite de X, tgale a 
[A$. Plus generalement, si H est un sous-groupe de G, j’ai l’egalite 
2(X”) = ) (.4:)“\. La donnte de ces entiers pour tous les sous-groupes H de 
G caracterise A: dans h(G): le produit sur les classes de conjugaison de 
sous-groupes de G des applications comptant les points fixes est en effet 
une application injective de b(G) dans n Z (cf. [TH 1 ] ). 
En particulier si X est G-contractile, i.e., si tous les XH sont contractiles, 
alors A; = 0 dans h(G). 
Si S est une application croissante d’un ensemble ordonne X dans un 
ensemble ordonne Y, et si y E Y, je note f” (resp. f,.) l’ensemble des x de X 
tels que f(x) < y (resp. tels que f(x) 2 y). 
J’utiliserai souvent le thtoreme de Quillen affirmant que si ,f” est 
contractile pour tout y, alors f est une equivalence d’homotopie 
(cf. CQUllh 
Thevenaz et Webb ont montre dans [TH-WE] que si de plus f est 
compatible avec faction de G, et si f?’ est G,.-contractile pout tout y de Y, 
alors f est une G-equivalence d’homotopie, i.e., f induit une equivalence 
d’homotopie de XH and YH pour tous sous-groupe H de G. 
S’il existe une G-equivalence d’homotopie de X dans Y, je dirai que X et 
Y sont G-homotopes (plutot que “G-homotopiquement equivalents”). 
En particulier si X et Y sont G-homotopes, alors A$ = A: dans h(G). 
J’utiliserai egalement le thtoreme de Quillen suivant (cf. [QUl]): sifest 
une application croissante de X dans lui-m&me telle que f(x) < x pour tout 
x (OU f(x) 3 .Y Vx), alors f est une equivalence d’homotopie de X dans f( X). 
Si de plus ,f est compatible avec I’action de G sur X, alors ,f est une 
G-equivalence d’homotopie. En particulier, s’il existe une application 
croissante f de X dans lui-meme, compatible avec G, et un element a de X” 
tel que x <f(x) 3 a, alors X est G-contractile. 
Si XE X, je note ~,~(x) le module de Mobius de x dans X, i.e., le module 
de Lefschetz de l’ensemble I., x[ x des elements de X strictement plus petits 
que x, consider+ dans b(G,). De m&me, si x et y sont dans X, je note 
px(x, y) le module de Lefschetz de “l’intervalle” ouvert Ix, y[, consider-e 
dans b(G,,.). Le terme “module de Mobius” provient de formules d’inver- 
sion analogues a celles existant pour les fonctions de Mobius (cf. [THl]): 
si x d y dans X, alors 
c InG:::,_~A-~, z)= ~r.yG.y,,./G,,.,. dans HG,.,.) 
-t c Y. Pl/G,,  
c Ind~:::.r~x(z~ Y)=&G~,,./G,, , dans MG, .,I 
=t C-L yl/G,. , 
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Les modules de Mobius permettent d’exprimer le module de Lefschetz 
de X: 
A:= -G/G- 1 Indg, pX(x). 
.,e EX/G 
Je considere un ensemble _F de sous-groupes de G tel que: 
(i) L’ensemble _F est stable par G, i.e., HE_F+ H” E_FVX E G 
(ii) L’ensemble _F est stable par produit, i.e., si H, K ~3 et si 
HE N,(K), alors H. K E f. 
11 n’y a alors aucun inconvenient a supposer que _F contient (l), et je 
noterai F l’ensemble _F prive de (1). Alors si P et Q sont dans F, je peux 
parler de ,uF(P) et de pF(P, Q), et j’abuserai des notations en posant 
PA(~)) = G/G et CLAP, P) = NG(P)ING(P). 
Si P est un element de _F distingut dans le sous-groupe H de G, je note 
f’(H/P) l’ensemble des Q/P, ou Q est un element de F contenu dans H et 
contenant P, et F(H/P) l’ensemble _F(H/P) - { (1)). Ces ensembles verilient 
les conditions (i) et (ii) pour le groupe H/P. 
Comme exemples de tels ensembles _F: il y bien sur, lorsque 7c est un 
ensemble de nombres premiers, l’ensemble s,(G) des n-sous-groupes de G. 
L’ensemble _F peut etre egalement l’ensemble des sous-groupes r&solubles de 
G. Un exemple moins nature1 est, lorsque G est simple, l’ensemble de ses 
sous-groupes propres. 
Je definis alors, pour tout sous-groupe H de G et tout element P de f’(H) 
une transformation dr de b(H) en posant 
dew= c IndZ,,!,,,p,e,(~F(f’9 Q)J’? 
QzP 
QEF(H) 
Qmod.NH(P) 
ou j’omets le symbole de restriction a N,(P, Q). Par la suite, j’omettrai les 
parentheses dans les expressions comme Indg(a.b), que j’ecrirai done 
1ndga.b. 
PROPOSITION 1. Soient K E H deux sous-groupes de G, et P dam f(H). 
Alors pour tout X de b(K), 
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D&monstrution. 11 suffit de prouver le rtsultat pour X= K/L. La 
formule prtctdente s’kcrit alors 
(1) $F(H/L)= c Ind$ qhF,(K/L). 
LtT/,(P.K) 
Alors si je sais que 
(2) dg(K/L) = c Indf d$(L/L) 
X-E T.dQ,L) 
pout tous Q, K, et L, le second membre de (1) s’Ccrit 
c IndF$L,,,(L/L). 
Or si x E T,(P, K) et si YE T,(P’, L), alors xy~ T,(P, L) et en calculant 
dans hp(H) je trouve 
c 
INK( INL(P’“)I 
~~ T (p,Kj IN,(P)\ IKI IN,(P-‘)I IL1 Ind’ 4k-‘v(L’L) 
I‘E TJP’.L) 
ou encore 
c 
IN,(f’=)I 
;BTI,(p,L) IN,(P)1 IKI IL1 Ind’ o”(L’L) 
J'S K 
qui n’est autre que dF(H/L) d’aprks (2). 11 reste done g prouver (2). 
Or par dktinition de ~$2;, j’ai 
et de plus 
Resz)&,( K/L)R = c NAQt R)lN,(Q> R) n L” ‘, 
~=NK(Q,R)',TK(R.LL'L 
done 
42;(W)= C INK(Q, R)I c INN$Q, R)I 
QcReL-(K) INdQ)l geT,y(R,L) INdQt R)I lLi 
481,139/2-9 
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ou encore 
= 1 Indf 1 IndLN,~Qa,R)~F(QR~ R) 
QacRe_F(L) 
Rmod.Nr(Qg) 
et la somme partielle ci-dessus n’est autre que #&(L/L), ce qui prouve (2), 
done (1). Le calcul precedent donne tiz(H/H) sous la forme 
et de plus 
qui s’ecrit aussi, en exprimant /‘y$,(,$$, en fonction des pF(Q, R), pour R 
contenant Q 
d#W) = -In$&, A l;;(.&, 
et je poserai, pour H sous-groupe de G et P E _F( H), 
de sorte que 
1.3. Orthogonalitk 
Dans le but de composer les transformations dz, je vais calculer 
@4$i ). Je note tout d’abord que les hypotheses faites sur la famille _F 
permettent d’affirmer l’existence, pour tout sous-groupe H de G, d’un plus 
grand sous-groupe normal de H qui soit dans f’(H), que je noterai O,(H). 
Alors 
et de plus 
P’LRE_F(NH(P)) 
Rmod.NH(P,Q’) 
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Alors si R est dans &‘(N,(P)), si R n’est pas contenu dans P, et si L est 
un sow-groupe de N,(P, R), l’ensemble ]P,. [ c;,& est contractile, par les 
contractions SH S. R F+ P. R, et 1 ‘ensemble ]P,. [ GCH, est N,(P, R)- 
contractile dans ce cas. 
J’en deduis que dans b(N,(P, R)), j’ai (~4 ,P,,CF(H,)R = 0 si R SE P, et bien 
stir (/i,p,.EFcH,)R = /Ilp,.tFIH), si R est contenu dans P. 
Je peux alors &ire 
Q‘zF p 
Rmod.N$P, Q’, 
> 
et la somme entre parentheses n’est autre que -IndF;(‘iIp, /iI,, p1 = 
IndNHCP’ 6 NH(Q’.P) Q’.P, done tinalement 
4 ;:“‘@ ,P..[F(,,,) = dQx,PA,P,.[~(~,’ 
06 s,,,, vaut 0 si Q’ # P, et N,(P)/N,(P) dans le cas contraire. 
J’en dkduis que ~Z(U:,~) est nul si P et Q ne sont pas conjuguks dans G, 
et kgal d CndG,HCp) A,,,,,,,, = 14F,H dans le cas contraire. 
I1 est alors possible de calculer 4;. 4:, 
4; 4%Wf) = -4; 
! 
c u&H 
.YE TG(P.H) > 
et je vois que b”,.fp”,=O si QZcP, et que 
(4;)2WH)= -4; c 
( 
u&-l =#:(G/H). 
XE T(y(;(P,H) > 
Les dz, pour P dans F/G, sont done des projecteurs deux a deux 
orthogonaux. Je vais calculer leur somme, 
;/-4:(x) = c c Indc,,,,Q,P#> Q) XQ 
Pmod.G PEP 
Qmod.NG(P) 
Qmod.G PsQ 
Pmod.NG(Q) 
et la somme partielle n’est autre que -/i rI,erF, qui est nul si Q # (I), et 
egal a G/G sinon. Done 
et je peux tnoncer le: 
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THBOR~ME 1. Les CJ~:, lorsque P dkcrit la famille _F ci conjugaison p&s 
par Ie groupe G, forment un ensemble de projecteurs deux h deux 
orthogonaux, et leur somme est l’identitk de b(G). 
1.4. Images 
Afin d’obtenir une description plus Claire de l’image des d:, je dtlinis des 
transformations $z de b(G) en posant 
l’~Qst‘(N~(f”’ 
Qmod.NG(P) 
od la somme Porte cette fois sur les Q qui contiennent P comme sous- 
groupe normal. Je peux done tcrire 
pcQ~P(Ndp" 
Qmod.NC(P) 
= IndgCCP $F(“(X’). 
Alors par la proposition 1 et le theoreme 1, 
qui est nul si P et Q ne sont pas conjuguts dans G, et tgal a $F(X) si 
P=G Q, ce qui prouve que Im $F 5 Im 4:. 
Inversement, pour calculer $$c!~F, je calcule $:(24:,,), 
Gw,“) = c Ind:,(p,Q, FF(P, QW&,)"~ 
PL Q E_F(NG(P” 
Qmod.Nc(P) 
et de plus 
(4f,“)Q= c 
Ind NdQ’ 
’ (&-‘,&,/J Q. A’,,-‘(Q, f” ’ 2 
.x6 Tc(Q.N//(P” 
et j’ai note plus haut que (A lPy 1,. cF,l,.ym”)Q = 0 si Q n’est pas contenu dans 
P”-l. Done (u:,,)” est nul si Q n’est pas contenu a conjugaison pres dans 
P. D’ou 
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Alors que 
PsQEI; 
Qmod.NG(P) 
= IndXGtp) (uF.~)’ pour la m&me raison 
G 
= UP,H comme je l’ai montre plus haut 
ce qui prouve que $Z(U:,,) = u:,~, done que I+!I:~: = 4:. Alors bien-s& 
$;@b: = 4w:II/;, = w3’ = wsc3 ti; = d%G = be 
et les $z sont aussi des projecteurs, tels de plus que Im $F = Im 4:. 
11 reste alors a caracttriser cette image commune. Je sais deja qu’elle est 
engendree par les ~4: H, pour Hz P, et u:,~ est tel que (u:,,)~ = 0 si Q E_F 
et si Q $E G P, et que Ind&p) (u:,~)‘= u:,,. Reciproquement, si X est tel 
w 
XQ = 0 si Q E_F et si Q g G P, et si X= Inds,.,, Xp, 
alors X est dans l’image de $F, puisque dans la somme delinissant 4:(X), 
le seul terme non-nul est IndEGcP) Xp. 
Les deux conditions prdckdentes caracthisent done l’image de 4:. En 
particulier, I ‘image de 4:) est form&e des tltiments F-project@ de b(G), i.e. 
les klkments X tels que XQ = 0 VQ E F. 
Cette terminologie est justifiee par le fait que si _F est l’ensemble des 
p-sous-groupes de G, et si X est F-projectif, alors son image dans l’anneau 
de Green de G est difference de modules projectifs, ce qui resultera par 
exemple de la partie 2. 
La caracterisation de l’image des (c/F donne la 
PROPOSITION 2. (i) Les t+bT, pour P E_FIG, sont des projecteurs de b(G). 
(ii) De plus Im $z=Im 4: VPE_F. 
(iii) Enji’n I,/I~$~#O*PC,Q. 
L’assertion (iii) provient du fait que 
cm= 1 
PrREg(NG(P)) 
Rmod.NG(P) 
et si XE Im($z), alors XR est nul si R, done P n’est pas contenu dans Q 
modulo G. 
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1.5. Bases 
II reste A calculer $z(G/H), 
et de plus 
done 
et puisque T NGCP)(P, N,,-,(P)) est r6duit & un seul Cltment, j’ai 
Enh 
4 ~‘-““‘(N,~-1(P)/N,~-l(p))= -&NH,-,(p),p)’ 
et ce dernier est nul si P#O,(N,,-I(P)): l’ensemble F(N,,-,(P)/P) est 
en effet N,,-i(P)-contractile dans ce cas, par les contractions Q H 
Q-0,W,,-G’)IP) t-, O,WH,-OW’). 
Si P est un Clkment de F distingui: dans le sous-groupe H de G, je noterai 
St,(H/P) l’tltment Inf ZIP ,4,,,,, de b(H). Avec ces notations, j’ai done 
de sorte que Im $% = Im 0: est engendrk par les u:~(~),~= 
Tnd: St&T/O,(H)), pour O,(H) =c P. 
Done les Indz St,(H/O,(H)), lorsque H dkrit les sous-groupes de G & 
conjugaison p&s, engendrent b(G), qui a justement comme rang sur 2 le 
nombre de classes de conjugaison de sous-groupes de G. 11s forment done 
une base de b(G) sur Z, et alors: 
PROPOSITION 3. (i) Les Plhents Indz St,(H/O,(H)), lorsque H d&it 
ci conjugaison prts dam G, l’ensemble des sous-groupes H de G tels que 
O,(H) soit conjugut de P dans G, ferment une base sur Z de Im 4:. 
(ii) Les &ments Indg St,(H/O,(H)), 2orsque H d&rit ri conjugaison 
p&s dans G, I ‘ensemble des sous-groupes de G forment une base sur Z de 
b(G). 
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(iii) En particulier, les IndG, St,(H), pour O,(H)=(l), module 
conjugaison dans G, forment une base de I’ensemble des kl&ments F-projectifs 
de b(G). 
1.6. D&composition 
L’existence des projecteurs (6: permet de d&composer b(G) en une 
somme directe d’objets plus petits, index& par E/G. Si XE b(G) est dans 
l’image de $z, alors X s’krit 
X= Ind&, @(‘)(X’), 
et 4 y(p)(Xp) peut aussi &tre vu comme +4 z”‘(X’), oti NC(P) dtsigne le 
quotient N,(P)/P. Tout tltment X de Im II/z s’krit done sous la forme 
Ind&(P) Y, od Y est un kkment F-projectif de b(fi,(P)). 
Inversement, si X = IndECcPJ Y, oti Y est F-projectif dans b(m,(P)), si Q 
est dans _F, et si L normalise Q, alors 
et IY Qp.Lpl = 1 yp.QR.Lgl q ul es nul si Qg $Z P, puisque Y est F-projectif t 
dans b(N,(P)). Ceci prouve que XQ = 0 si Q $L G P. Comme de plus 
p-P.LI = c I ypp.L”I 
ITS ~G(P.LNG(P)VNG(P) 
= 1 (Yy=IYL(, 
PP=P 
,qnod.N~(P) 
je vois que Xp = Y, et les deux conditions d’appartenance A Im t+hF sont 
remplies. Ainsi Im 1,9: est 1 ‘ensemble des IndG,G.p, Y, oli Y est un Plt!ment 
F-projectif de b( flo( P)). 
Tout Clkment X de b(G) s’kcrit done sous forme d’une somme 
c Pt_FIG lnd;G(P) Yp, avec Y, Cltment F-projectif de b(R,(P)). 
Inversement, si j’ai une telle dttcomposition de X. alors d:(X) = 
IrGG(P, Y,, et Y,= (43X))‘, ce qui prouve la proposition suivante, dans 
laquelle je note Proj.(H) l’ensemble des &lCments F-projectifs de b(H): 
PROPOSITION 4. Soit d Z’application de b(G) dans @ PE_FIG Proj,(b(N,(P))) 
qui ci X associe @ (d%(X))‘, et i f’application de @ p,_FIG Proj.(b(iV,(P))) 
dans b(G) qui ci @ Y, associe 1 Ind&(P, Yp. Alors d et i sont des 
isomorphismes de Z-modules inverses I ‘un de 1 hutre. 
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1.7. Exemples 
1.7.1. OpPration de G sur les ensembles ordonnks 
PROPOSITION 5. Soit X un ensemble ordonnk sur lequel G opPre. Alors 
Pt F/G 
est WI kkment F-projectif de b(G). 
COROLLAIRE. Si de plus _F est fermPe pour I ‘inclusion, alors 1 ‘entier 
x”tx) + c iFcP) icxp) 
PEF 
est multiple des ordres de tous les Uments de F. 
(Dans le corollaire, j’ai pose iP(P) = i( ] ., PC,)). 
En effet, la somme dans la proposition 5 nest autre que $:,(A,), et la 
somme dans le corollaire est [4:&A,)/. Or si Y est F-projectif et si _F est 
fermee pour l’inclusion, alors Res, Y est “libre” sur P, i.e., de la forme 
m. (P/(l)), avec m E Z. Cela se voit en considerant les idempotents eg de 
b,(P) dtfinis pour Q c P par 
Ces idempotents sont deux a deux orthogonaux et de somme P/P = lbcP,, 
lorsque Q dtcrit les sous-groupes de P a conjugaison pres (cf. 
[GEl, KR-TH].) 
De plus, les ez sont tels que Z. eg = lZQl eg pour tout Z de b(P). Done 
si Y est F-projectif, si F est fermee, et si P est dans F, j’ai 1 YQl = 0 
VQ E F(P) = ] ., P], et done 
Res, Y= 1 I YQI e; = I YI e:, = I YIIIPI(P/(I)), 
‘wQ~,P 
ce qui prouve a la fois que Res, Y est libre, et que ) YJ est multiple de IPI. 
D’oti la proposition 5 et son corollaire, qui gtneralisent un resultat de 
[BOl ] od je ne parlais que de caracteres et ne traitais que le cas od _F est 
I’ensemble de tous les sous-groupes de G. (voir aussi la proposition 3.6 de 
CTHll) 
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1.7.2. Un critere d’appartenance 
PROPOSITION 6. Soit H un sous-groupe de G. Alors G/H est darts I ‘image 
de 4: si et seulement si O,(H) est un conjugue de P, et si O,(H) est le plus 
grand element de f’(H) (i.e., si H/O,(H) est un “F’-groupe”). 
En effet, si G/HE Im dz, et si Q GE(H), alors (G/H)Q #O, done Q sc P. 
Comme de plus 
(GIWP= c NG(f’ING(P) n H’ I, 
rit T6CP.H) 
et comme G/H = Ind&(p,(G/H)P, il vient 
G/H = c G/N&P) n H”-‘; 
‘E TG(P,H) 
done il existe x tel que P” E H et N,(P) n H-‘-I soit conjugut de H, done 
kgal g H”-‘. Autrement dit, j’ai O,(H) = P’. Alors si Q E’(H), je sais que 
Q.O,(H) est contenu a conjugaison p&s dans P, done j’ai Q . O,(H) = 
O,(H) et O,(H) est le plus grand Clkment de F(H). 
Inversement, si H vkrifie les conditions de l’honck, et si K est un sous- 
groupe de G, alors (G/H)K = {xH I K” G H}. Or si K” est dans H, alors 
O,(K”) est dans E(H), done dans son plus grand Ckment O,(H), qui est 
conjugui: de P. Done I(G/H)“I est nul si O,(K) n’est pas contenu dans P 
modulo G, et la premihe condition d’appartenance g Im 4: est remplie. 
De plus, je peux supposer que O,(H) = P. Alors si P” s H, j’ai 
P” L P, done TG( P, H) = N,(P), et (G/H)P = N,(P)/H, done G/H = 
Ind’ NCCpI(G/H)P, et la deuxikme condition est remplie, prouvant la proposi- 
tion 6. 
1.7.3. Formules de changement de base 
La proposition 3 indique l’existence de Z-bases de b(G). J’essaierai ici 
d’indiquer comment l’on passe de ces bases 8 la base standard form&e 
des G/H. 
J’utiliserai pour le calcul les idempotents e$ de b,(G). J’ai rappelt que 
si XE b(G), alors 
Hc_G 
Hmod.G 
=EG 
ING(W IXHl 
-~ c f]K, H[IKIG/K, 
c IGI IN,(H)l KsN 
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ou encore, en permutant les sommations, 
et je poserai 
IXK,GI = c f]K, H[jXHI. 
KLHEG 
De m&me, si G opthe sur l’ensemble ordonnir X, je poserai 
x”(X”“) = 1 f]K, H[j(X”). 
KLHsG 
Avec ces notations, je peux Ctcrire 
x= c 
JXK,“I 
Km0d.C; ITN,(K) : Kl G’K’ 
expression prouvant que IXK%GI/[NG(K) : K] est entier. 
Soit alors X un tltment F-projectif de b(G). Je peux krire que 
x= 1 =G,K=cj;JX)= c 
(l)sKc_G CG : K1 
- q$,(G,K), 
(1)sKzG CG : K] 
et puisque c$E,(G/K) = -1ndz St,(K); j’ai done 
xc - 
(I,z,, tc”“, 
_ Indz St,(K) si Xest dans Proj.(G). 
Or A lp,.ZFCH, est dans Proj,(N,(P)). Done 
d’oti je dkduis par inflation g N,(P) et induction B G que 
UZHC -~ 
INH( c 
i(]P, [$$“)ILJ Indz St,(L/P), 
PhL6N”(P) 
et la somme ci-dessus ne Porte en fait que sur les L tels que OF(L) = P. 
Le cas particulier od H= G donne 
ji(]P, . [y”(P)) 
[N,(M) : N] Indzf StF(M’P); 
Mmod.NG(P) 
puisque si O,(M) = P, j’ai N,(P, M) = N,(M, O,(M)) = N,(M). 
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En passant aux caracteristiques d’Euler, il vient 
CG : N,(P)1 it If’, C,) 
c #f(]P, . [pQq =- CN,(M : Ml CG : Ml WIW~)), Or(M)=P 
Mmod. NG.( P) 
qui peut encore s’ecrire 
#UP? .Cs)= - 1 
f( ]P, . [ j-q 
[N,(M) : Ml CN,(P) : Ml i(F(WV). OdM)=P 
Mmod.NG(P) 
J’en deduis la 
PROPOSITION 7. Si P est duns _F, alors j(]P, . Cp) appartient ci 1 ‘id&al de 
Z engendrk par les [N,(P) : M] ;?(F(M/P)), oti M parcourt 1 ‘ensemble des 
sous-groupes de NJ P) teIs que OF(M) = P. 
Ce rtsultat apparait comme une generalisation du rtsultat correspondant 
au cas od _F est l’ensemble de p-sous-groupes de G: on a alors simplement 
j(]P, . [,) = j(F(N,(P)/P)) par le resultat de Quillen affirmant clue ]P, . CF 
et F(N,(P)/P) sont homotopes (cf. [QUI]). 
Je peux alors calculer G/G sous la forme 
ou encore 
G/G= 1 
;I(]O,(M), . [ p$;;(OF(M))) 
CN,(W : Ml 
Indz St,(M/O,(M)). 
A4mod.G 
En remplacant G dans cette formule par un de ses sow-groupes H et en 
induisant le tout d G, j’obtiens ies formules de chalzgement de base annon- 
&es: 
G/H= 1 
j(]O,(M), . [$y”~‘““, 
CN,W) : Ml 
Indz St,(M/O,(M)). 
A4 _c If 
Mmod.H 
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1.7.4. Un lemme 
~EMME 1. Soit A un anneau et X un ensemble ordonne fini. Je suppose 
donnt, pour tout x de X, un idempotent CI, de A, et que de plus 
cr,a,,#O-x< y dans X, 
Soit alors pour tout x de X 
Alors: 
(i) Les fi,, pour x E X, sont des idempotents deux ci deux 
orthogonaux. 
(ii) De plus, j’ai b’~~~,=S,,~,cr,, et arPx =B,, Vx, YGX. 
(iii) Enfin si A est unitaire et si C,, x M, = 1 A, alors p, = CI, Vx E X, 
et les ~1, sont deux ci deux orthogonaux. 
En effet, de part l’hypothese faite sur les ax, il est clair que 
qui prouve deja que flxctY # 0 3 x < y. D’autre part, la somme ci-dessus 
comporte deux types de termes: ceux pour lesquels x, < y et ceux pour 
lesquels x,, = y. Puisque a,. est un idempotent, je peux ecrire 
et le resultat est nul si x # y, est egal a CI, sinon, d’ou la premiere partie de 
(ii). Le seconde est triviale. 
11 est alors clair que 
Bx&= c (-l)nB.~a.“cc,,...cr,~== si x # y, 
y=yocy< ..’ <.vn 
et de mCme 
(PxJ2= c (-l)nP.~axCLy,...a,~==P,, x=.vlJ<.y,< ... C “” 
PROJECTEURSET MODULES 411 
d’ou l’assertion (i). Enlin si C,, X CI, = 1 A, alors 
et les M, sont en fait deux a deux orthogonaux. 
Le lemme 1 s’applique en prenant pour X l’ensemble f/G, ordonne par 
l’inclusion modulo G, pour A l’anneau des Z-endomorphismes de b(G), et 
pour CI, les projecteurs It/z. Les BP sont alors des projecteurs deux a deux 
orthogonaux de b(G), et l’assertion (ii) prouve que Im jjP = Im $F. Alors 
bien stir, BP = 4: VP E f. 11 est ainsi possible de retrouver les 4: a partir 
des $z. De plus 
COROLLAIRE. Les conditions suivantes sont dquivalentes: 
(i) La somme CPEF,jc $F est Pgale ir l’identiti. 
(ii) Pour tout P de >, j’ai $F = 16:. 
Les conditions ci-dessus sont rtalisees si I; est l’ensemble des p-sous- 
groupes de G: en effet dans ce cas, j’ai pF(P, Q) = 0 si P ne contient pas le 
sous-groupe de Frattini de Q (en effet, j’ai alors les contractions 
R H R.@(Q) H P. Q(Q) de ]P, Q[ F, qui sont compatibles avec l’action de 
N,(P, Q), et l’ensemble ]P, Q[ F est N,(P, Q)-contractile dans ce cas), 
done en particulier si P nest pas un sous-groupe normal de Q. 
Ceci acheve la premiere partie. 
2. PROJECTEURS DANS L'ANNEAU DE GREEN 
2.1. Notations 
Soit p un nombre premier, et k un corps de caracttristique p. Je note 
g(G) l’anneau de Green des kc-modules de type lini: c’est l’anneau ayant 
pour base sur Z l’ensemble des classes d’isomorphisme de kc-modules 
indecomposables et de type lini. Si M est un kG-module de type lini, alors 
M se decompose de facon unique en somme directe de kc-modules 
indtcomposables, par le thioreme de Krull, Remak, et Schmidt, et je peux 
considerer M comme un element de g(G). Le produit dans g(G) de deux 
modules A4 et M’ est alors la classe de MOM’, leur produit tensoriel sur 
k. J’appellerai modules virtuels les element de g(G). Je noterai go(G) le 
produit tensoriel de g(G) par le corps des rationnels. 
Si x est un element de G, et H un sous-groupe de G, je note MN M” 
l’application de g(H) dans g( H”) defmie par linearite en associant au 
kH-module M le module M-‘, qui est le module A4 sur lequel h E H” agit 
par h”-‘. 
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Pour Ctendre a g(G) les resultats precedents, je prends pour &’ l’ensemble 
z,(G) de tous les p-sous-groupes de G. I1 s’agit deja de trouver un tqui- 
valent raisonnable de l’application XI-+ Xp. Je supposerai done qu’a tout 
p-sous-groupe P d’un quotient H = L/Q d’un sous-groupe L de G par un 
p-sous-groupe normal Q, et a tout kH-module M, je sais associer un 
km& P)-module M(P) verifiant les axiomes suivants: 
[al] Le module M(P) ne depend que de ReszHCP) M. 
[a21 Si M et M’ sont des kH-modules, alors (MO M’)(P) = 
M(P) 0 M’(P). 
[a31 Si K (resp. P) est un sous-groupe (resp. un p-sous-groupe 
normal) de H, et M un kK-module, alors (Indf M)(P) = 0 si P g K, et 
(Indc M)(P) = IndG/i M(P) si PE K. 
[a41 Si P est un p-sous-groupe normal de H et K un sous-groupe de 
H contenant P, alors (Res; M)(P) = ResgjJ M(P). 
[as] Si P et Q sont des p-sous-groupes normaux de H, et M un 
k(H/P)-module, alors (Inf Eip M)(Q) = Inf $$, M( PQ/P). 
[a61 Si M est un kH-module, alors M( 1) = M. 
[a7] Soit x E H, et M un kH-module. Alors M”-‘(P) = M(P”)‘m’. 
11 resulte des diverses publications de M. Brout et L. Puig (par exemple 
[BRl, BR-PU]), que les axiomes [al ] a [a71 sont vrais si l’on delinit 
l’application MI+ M(P) a partir des “traces relatives”: si H est un sous- 
groupe de G, et M un kc-module, alors Trz est l’application de MH dans 
MC definie par Trz m = C,, GIH xm. On pose alors Mz=TrE(MH), et 
Alors si M est un kG-module de p-permutations, et si P est un p-sous- 
groupe de G, et X une base de M stable par P, alors M(P) admet une base 
en bijection avec X? A fortiori, si XH [X] est le morphisme canonique de 
b(G) dans g(G), il est clair que [X’] = [X](P), et jusque-la tout va bien. 
It faut noter que ce n’est pas la seule man&e de delinir une application 
M H M(P) satisfaisant les axiomes [al ] a [a7]: par exemple, L. Puig m’a 
indique que Green avait Ctudie le cas ou M(P) est l’image de MP dans 
H,(P, M) = M/[P, M]. J’essaierai de voir dans l’appendice dans quelle 
mesure les axiomes ci-dessus sont trop forts. 
Les demonstrations de la premiere partie utilisent de facon essentielle ie 
fait que si Q normalise P, alors (Xp)Q = XP.Q. Or il est faux en general que 
dans les memes conditions, si M est un kG-module, les modules M(P)(Q) 
et M(P. Q) soient isomorphes. D’oti un probleme. D’ou tgalement l’idee de 
remplacer S,(G) par autre chose. 
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Or Robinson, dans sa reformulation de la conjecture d’Alperin (voir par 
exemple [KN-RO] ), considere l’ensemble RP( G) des suites de p-sous- 
groupes non-triviaux P, c P, c . . . c P, telles que P, 4 P, pour tout i. Je 
noterai R,(G) l’ensemble des suites de p-sow-groupes de G (triviaux ou 
non) ayant cette propritte. 
Une raison supplementaire de remplacer s,(G) par R,(G) est qu’ils sont 
G-homotopes, comme l’ont montrt Thtvenaz et Webb dans [TH-WE]. 
Alors si s E R,(G), i.e. s = (P,, . . . . P,) avec P, = sup s G G,, et si A4 est un 
kc-module, je pose 
M(s) = WPdP, 1 . . . (P,h 
ce qui a un sens puisque, comme P, normalise P,, le module M(P,) est un 
kP,/P,-module, done aussi un kP,-module. Je peux alors parler de 
M(P,)(P,), qui est un N&P,, P,)-module. Et comme P, normalise P, et 
P,, je pourrai parler de M(P,,)(P,)(P,), qui est un N,(P,, P,, P,)-module, 
et M(s) peut ainsi etre detini par recurrence. C’est un N,(s)-module sur 
lequel sup s opere trivialement: j’utiliserai indifferemment les notations G, 
et N&S) pour le stabilisateur de s dans G. 
Le module M(s) est done un N,(s)-module, ou je note W,(s) le quotient 
N&)/sup s. 
Je peux alors etendre l’application MH M(s) par lintarite en une 
application notee de la m&me facon de g(G) dans g(wo(s)): si M s’tcrit 
M= CN CLAN, avec CI~ E Z, je poserai M(s) = CN cr,N(s). 
Une derniere notation: si s E R,(G) et t E R,(N,(s)), je note s * t la suite 
s u sup s. t, oh sup s. t dtsigne la suite croissante des produits par sup s des 
termes de t. 
2.2. Dkfinitions 
Soit P un p-sous-groupe de G. Je definis une transformation de g(G) en 
posant 
d:(M) = c (- l)“l-’ IndgGCS, M(s). 
SE R/J(G) 
inls=P 
smod.N<;(P) 
A titre d’exemple, je vais calculer d:,(k): il rtsulte des axiomes [al] et 
[a51 que k(P) = (Res NC,Pjk)(P) = k pour tout P de 3,(G), done que 
k(s) = k pour tout s de B,(G). Done d::/(k) est l’oppose du module de 
Lefschetz de R,(G) (attention au signe). Puisque R,(G) et s,(G) sont 
G-homotopes, il en resulte que d:,(k) = -St,(G), le module de Steinberg 
de G. 
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Je montrerai plus ghhalement que si X est un ClCment de b(G), et P un 
p-sous-groupe de G, alors [d:(X)] = dF( [Xl), i.e., que les applications 4: 
dClinies ici prolongent celles dClinies dans l’anneau de Burnside en prenant 
pour _F I’ensemble z,(G). 
Tout d’abord un lemme: 
LEMME 2. Soient s E R,(G) et t E &,(N,(s)). Alors M(s)(t) est la restric- 
tion b N&s, t) de M(s * t). 
En effet il rlsulte des dtfinitions que M(s)(t) ne dCpend que de I’image 
de t and N&S), et cette image est la m&me que celle de s * t. 
LEMME 3. Soit H un sow-groupe de G, et P un p-sous-groupe de G. Si 
M est un kH-module, alors 
(Indg M)(P) = 1 
x t TG( P, H) 
Ind~:,l’I’,,,McP1).~‘. 
En effet par la formule de Mackey, j’ai 
Res NG(P) IndZ M = 1 
Ndf’) 
Y;E N,AP)\G/H 
IndNH,-I(p) M”-‘, 
et par l’axiome [al], 
(Indg M)(P) = 1 
.x E NG(P)\G~H 
(IndEf:),lp, M”-‘)(P). 
Alors par I’axiome [a3], 
11 vient alors 
(Indz M)(P) = c 
YETG(P,H) 
Ind~f,?,Cp, M-‘-‘(P) 
d’oti le lemme 3, par l’axiome [a7]. 
Si s est dans R,(G), je noterai TG(s, H) l’ensemble T&sups, H), et 
T&s, H) l’ensemble NG(s)\TG(s, H)/H. Avec ces notations: 
COROLLAIRE. Si H un sous-groupe de G et M un kH-module. Alors si 
s E R,(G), 
(Indg M)(s) = c 
rt Td.\.H) 
Indz:,Cs, M(s”)“~‘. 
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Ce corollaire se dkmontre par rtcurrence sur n = 1.~1, le cas n = 1 ktant le 
lemme 3. S’il est vrai pour les suites de longueur n, soit s u P une suite de 
longueur IZ + 1, avec P = sup(s u P). Alors 
(Indg M)(su P) = (Indz M)(s)(P) = c 
riE T&if) 
(Ind~f~!,(~i M(s”)‘-l)(P), 
et par le lemme 3, j’ai 
(Ind~f~!,(,s, M(f)“-‘)(P) 
= c Ind 
N&u P) 
Ye ~N&)(P,N/p-Ib)) 
N~(,“P)nH~~I,-‘(M(SX).~-‘)(P’.)’ ‘. 
11 reste alors ti observer que si x E T,(s, H) et y E T,,,,,(P, NH‘-‘(s)), alors 
yx E T,(s LJ P, If), et que M(s”)“m’(PY)-v-’ s’identilie g M((s u P)~V”)“-‘p-’ 
pour pouvoir sommer sur yx = z: au lieu de sommer sur les couples (x, y) 
tels que 
x E T,(s, H) et YE ~N,,S,(P~ &-O)h 
je somme sur les couples (z, y) tels que z E T,(s u P, H) et tels que 
y-‘z E T,(s, Z-Z) et ye TNL.(,,(P, H’-ly), c’est-h-dire 
P’LH, (sup s) F’= c H, ST=& p? c H=-‘.’ 
qui se rkduit g Pz c H et s ’ = s. 
En calculant dans g,(G), j’ai 
(IndG, M)(s u P) 
=c c 
INo(z) n H.v-‘il IN,(s u P) n Hz-‘1 
ie T<;(P,H) 1.t~C(s) IN&)1 IHI IN&u P)J IN&) n H’+ 
R_ 
- 
avec Rz = Indzz:s”j z:,-. Hz- I M( (s u P)‘))‘-‘, soit enlin . 
(Ind);M)(suP)= 1 ‘NG(snP)nHz~” Rz= c R, 
;t TG(P,H) INAs u P)I IHI ZE f‘,“P,H) 
et le corollaire est vrai pour s u P. Les lemmes prtckdents conduisent g la 
PROPOSITION 8. Soit H un sowgroupe de G, et P un p-sous-groupe de G. 
Alors si NE g(H), 
bT(Indz N) = 1 IndC, #F,(N). 
XE T(j(P,H) 
481/139/2-10 
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En effet 
4F(IndZ N) = 1 (- 1)“’ ’ Ind&,,(Indz N)(t), 
1nrr = P 
rmod.NG(P) 
done par le lemme 3 et son corollaire, 
dF(Indg N) = c (- l)lri-’ 1 
infr = P YE TG(r,H) 
IndCN,,l-,(‘~N(t-‘)‘I 
rmod.NG(P) 
et IndG 
NW ~,,r~N(fl)y-’ = IndEHcI,) N(P), done 
SUPCGH 
(mod. N,,(P’) 
d’oti la proposition 8. 
11 est ainsi possible d’ttendre la proposition 1 au cas de l’anneau de 
Green. En faisant N = k dans cette proposition, il vient 
dF(Indg k) = c Indz d:,(k). 
.TE TG(P,H) 
11 est clair d’autre part que d:(M) = IndECtP) #:;‘P’(M(P)) pour tout M, 
done que 
d:(k) = -IndE,,(,, St,(m,(p)). 
Soit finalement 
#z(Indg k) = - c IndG,,,(pV, St,(R,(P”)). 
lie fG(P.ff) 
Dans I’anneau de Burnside, en prenant _F= J,( G), j’ai vu (corollaire du 
lemme 1) que 4: = t,hF. Comme de plus $g(H/H) = -Indc,,l,,,, St,(X,(P)), 
la proposition 1 permet d’tcrire 
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ce qui prouve le resultat annonct plus haut, a savoir 
MW)l = 03 [Xl 1 pour tout X de b(G). 
417 
2.3. Orthogonaliti 
Pour Ctablir l’orthogonalite des I$: , j’aurai besoin de la 
PROPOSITION 9. Soit ME g(G). S ‘il existe un p-sous-groupe normal 
non-trivial P de G tel que MP = M, alors 4: ,(M) = 0. 
(La notation MP = A4 signilie en toute rigueur que M= Inf~,,(MP).) 
En effet, sous ces hypotheses, si s E R,(G), j’ai 
M(s) = M(P)(s) = M(P * s), 
d’apres les axiomes [as] et [a6], done 
dI;,,(W=M+ c (- 1 )‘“I Ind” NG(‘) M(P * s), 
.SE R,,(G)/G 
termes pour lequels P * s est une et je vais regrouper dans la somme les 
suite t donnee, telle que inf t = P: 
dt;,,M=M+ 1 
INc(s)l 
inrr=p pi?:=, IGI 
~ (- 1)‘“’ IndEG(h)M(t). 
Or si P a G, j’ai NG(s) = N,(P, s) c NG( t) si P * s = t, et 
dj$M) = M+ 1 IndEG,,) M(t) c !!k&8 IndE$‘, (-l)‘“‘, 
infr = P PI&=, IGI 
et Puique ING(.~)lIlGI = (INc(t)l/lGl)(INc(s)l/lNc(t)l), j’ai aUSSi 
#K,(M) = M+ 1 IndEGcI) M(t) c Indzi:I (- 1)‘“‘. 
1nfr = P P*s=, 
rmod.G .smod.NG(r) 
Alors je considere les ensembles suivants: 
Z,= {sER,(G) I P*s=t} et Y,=js~R,(G)lP*s~t}. 
Je vais montrer que Y, est N,(t)-contractile. Je note tout d’abord que si s 
est dans Y,, alors sup s E sup t, done R = C,(sup t) E C,(sup s). Le groupe 
R, qui est non-trivial puisque P est normal dans sup t, centralise done tous 
les s de Y,. 11 est de plus invariant par NC(t). 
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Soit alors A l’ensemble des s de Y, pour lesquels R G sup s, et i l’injection 
de A dans Y,. Alors pour s E Y,, j’ai 
i,s= {s’zs / sups’=, R). 
Soit alors U,s l’ensemble defmi par 
LJy= {s’ERJN&s))n Y, 1 infs’z R.sups). 
Soit CI l’application de i, dans U, defkie par 
a(~‘)= {QEs’ 1 QzR.sups}, 
et b l’application de U,s dans i, dtfinie par 
b(s’)=sus’. 
Ces deux applications sont croissantes, compatibles avec l’action de 
N,(s, t), et telles que 
aob(s’)zs’ b 0 a( s’ ) c s’. 
Les ensembles i,y et U, sont done N,(s, t)-homotopes. 
Or si S’E U,, alors s’u {R.sups} E U,, puisque 
P*(s’u{R.sups})=P*s’u{P.sups}~t si SE Y, 
et l’ensemble U, admet done les contractions s’ M s’ u (R.sup s} H 
(R.sup s), qui sont compatibles avec l’action de N,(s, t). Ce qui prouve 
que U,T, done aussi i,y, sont N,(s, [)-contractiles, pour tout s de Y,. 
L’application i est done une N,( t )-equivalence d’homotopie. 
Soit alors B l’ensemble des s de Y, pour lesquels inf s 3 R, et j l’inclusion 
de B dans A. Soit de plus c l’application de A dans B definie par 
c(s)= (Qss ( REQ}. 
Alors j et c sont croissantes, compatibles avec NG(t), et de plus 
ccj(s)=s joc(s)cs. 
Done A et B sont N,(t)-homotopes. 
Eniin B admet les contractions SH s u {R) H {R}, compatibles avec 
l’action de N,(t). Les ensembles B, A et Y,, qui sont tous N&t)- 
homotopes, sont done NG( t)-contractiles. CQFD 
Je peux alors definir une application f de Y, - 2, dans [P, t[ en posant 
f(s) = P * s. Alors f est croissante, compatible avec l’action de N&f), et si 
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v E [P, t[, alors f” est egal a Y,, done N,(v, [)-contractile, et Y, - Z, est 
N,(t)-homotope a [P, t[. 
Enlin si i est l’injection de Y, - Z, dans Y,, j’ai i, = Iz, si s E Z,, et i, est 
N,(s, t)-contractile sinon, car s est son plus petit element. 
Done (cf. [THl, BOl]) 
/1 y’) = 0 = A yg;: - 
,, l =TNG(,, ( - 1 I’,” NG(~)lNGb) 
I 
ou encore 
Cette tgalite est vraie dans h(N,(t)), et son image dans g(N,(t)) s’ecrit 
c (- 1)“’ Ind$$:‘, k = -6,,k. 
s E Z,/NG( I) 
Alors dans 4:,(M), tous les termes tels que t # {P} sont nuls, et 
~I;l,(M)=M-Ind~G(P)M(P)=O car N,(P)=G et M(P)=M. 
D’ou la proposition 9. 
COROLLAIRE. Si O,(G) # (1 ), et si M est un kG-module semi-simple, 
alors d:,(M) = 0. 
C’est clair puisque O,(G) agit trivialement sur tous les modules semi- 
simples. 
Ce corollaire gtntralise a un module simple quelconque le resultat 
correspondant a M = k, que l’on demontre habituellement par la G-con- 
tractibilite de s,(G) lorsque O,(G) # (1). 
COROLLAIRE. Soit H un sous-groupe de G, et P un p-sous-groupe normal 
non-trivial de H. Si N est un HIP-module, alors 
~cG)(IndG N) = 0. (1) H 
En effet, j’ai 4iy/(Ind$ N) = Ind; #c,(N) et 46,(N) = 0. 
11 en resulte immtdiatement que d[y; est un projecteur. Mais il y a 
mieux... . 
11 est clair par definition que je peux ecrire 
d:(M) = Ind&P, #z’;‘P’(M(P)). 
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Si P et Q 
Pour cela 
sont deux p-sous-groupes de G, je vais calculer le produit @zbF. 
kG-module 
je commence par calculer ~J!J flGC~)(~~(A4)(Q)), lorsque M est un 
virtue]. 11 rtsulte du lemme(;)que 
W&,, M(t))(Q) = 1 IndN”“!, NG(~' .Q) M(NQ”)“-‘, JE %(Q.Nc(O) 
et j’ai aussi 
Or sup( t-l * Q) agit trivialement sup M(t”-’ * Q), et est normalisk par 
N&V-’ ,Q). Posant R.=supt.~~‘.QnN,(t”-‘,Q)=supt-‘~’.QnN,(Q), 
je vois que 
d;;(Q)(IndN”‘n’ 
Nc(Q,r’-‘) 
M(t”-’ * Q)) = 0 
si R,/Q est non-trivial. Et si Q = R,, alors Q est tgal g son normalisateur 
dans sup F’.Q, et done Q contient sup t ‘-I, et alors t”-’ * Q = t ‘-’ u Q, 
qui est bien dans R,(G) puisque Q normalise t ‘-I. 
En d’autres termes, je vois $:(M)(Q) a meme image par #zQ’ que 
Indh(Q) 
Ndr"-'.,I 
M(t"-' u Q), 
rmod.NG(P) 
qui s’krit encore 
ou 
lN,(tu Q,l NG(Q) 
.x;G i,,,Fp.,-l IN,(P)1 INcAQ)l (- ‘)“‘-’ rndNG(fuQ) 
M( t u Q). 
Q G NC(~) 
suprsQ 
Or si P”-’ # Q, avec P”’ c Q, et si s est une suite telle que inf s = P”-’ 
et sups = Q, il y a exactement deux suites t telles que t v Q = s, A savoir s 
et s- (Q}, et les termes correspondants dans la somme prtctdente 
s’annulent. 
Done si P et Q ne sont pas conjuguks dam G, alors d:S’“‘(#F(M)(Q)) = 0, 
et d”,dF=O. 
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Si P et Q sont conjugues dans G, soit P = Q’, la somme prectdente 
devient 
c IN,(Q)1 rG;NGtPt INts(P)I lNc(Q)l Indz{z), M(Q) = M(Q). 
et alors cJ~‘;“‘(~~(M)(Q))= QE,‘“‘(M(Q)) et dam ce cas dzbF= 
(Kg’= 4;. 
En resume, les I$“,, pour P dam s,(G)/G, soni des projecteurs deux a deux 
orthogonaux. 
Pour calculer leur somme, je note que 
$:7:(M) = M + 1 (- 1)‘“’ Irid&) M(s), 
s E &AW/G 
et je regroupe dans la somme ci-dessus ies termes pour lesquels inf s est un 
p-sous-groupe donne P de G, soit 
ql,(w=M+ 1 i,fL p ( - 1)‘“’ Ind&.,, M(s), 
P E .+( C)/G 
Amod.Nc;(P) 
d’ou 
TH~OR~ME 2. Les d:, lorsque P decrit 1 ‘ensemble des p-sous-groupes de 
G h conjugaison p&s, forment un ensemble de projecteurs deux a deeux 
orthogonaux, et leur somme est l’identite de g(G), 
et le theoreme 1 est vrai pour I’anneau de Green. 
2.4. Decomposition 
Les images des 4: n’ont pas ici de caracttrisation aussi simple que dans 
l’anneau de Burnside. Pour cette raison, je vais operer un changement de 
notation, qui mettra en evidence des liens avec les objets plus familiers. 
Si M est un kG-mod&e virtue/, je noterai St(G, M), et j ‘appelierai module 
de Steinberg de G pour le module M, le module virtue1 d;,(M). Je noterai 
,. St g(G) I image de Sg,, et si N est duns St g(G), je dirai que N est un 
module de Steinberg generalise de G. 
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Bien-sGr, ces definitions reposent sur le fait que b:,(k)= -St,,(G). 
Avec ces definitions, je peux ecrire 
&F(M) = IndEGcP) St(~G(f’), M(P)) 
et les propositions 8 et 9, ainsi que le theoreme 2, sont des proprietts des 
modules de Steinberg generalist%.. Le rapport existant entre les modules 
projectifs et ces modules est donnt par la 
PROPOSITION 10. Soit M duns g(G). Si M est somme (afgkbrique) de 
kG-modules project@, alors St(G, M) = M, et M est un module de Steinberg 
g&Pralise. 
En effet, il rtsulte des axiomes [al] a [a71 que si M est un kG-module 
projectif, et si P est un p-sous-groupe non-trivial de G, alors M(P) = 0 (par 
l’axiome [a2], il suflit de le verifier si M est un module libre, et dans ce cas, 
cela rtsulte de l’axiome [a3]). Alors de la m&me faGon, j’ai M(s) = 0 pour 
route suite s de R,(G). Le seul terme non-nul dans la definition de St(G, M) 
est alors M, ce qui prouve la proposition 10. 
Cependant, les modules projectifs ne forment en general qu’une partie de 
l’ensemble des modules de Steinberg gentralises. J’essaierai de voir plus loin 
sous quelles hypotheses supplementaires sur le module M je pourrai 
affirmer que St(G, M) est une somme de projectifs dam g(G). 
Le proposition suivante est l’analogue de la proposition 4: 
PROPOSITION 11. Soit d 1 ‘application de g(G) duns @ PEspCGIIG 
St g(N,(P)) qui h M associe @ St(N,(P), M(P)), et i I’application de 
0 PEA~(G)/G St g(mG(p)) d ans g(G) qui & @ M, associe C Ind&) Mr. 
Alors d et i sont des isomorphismes de Z-modules inverses I’un de I’autre. 
En effet, le fait que la somme des 4: soit l’identite s’ecrit aussi 
c IndG NG(P) St(NG(P), M(P)) = M= i.d(M), 
P E I~( G)jG 
d’ou une moitit de la proposition 11. 
Inversement, si M est dans St g(No(P)), soit par exemple 
M = St(N,(P), N), alors en regardant N comme N,(P)-module, j’ai 
4, NG(P)(N) = Indz{$i ~~~‘P’(N(P)) = b$‘P’(N) = M 
et alors IndsGcP) M est dans l’image de bf, par la consequence suivante de 
la proposition 8: 
LEMME 4. Soit H un sous-groupe de G, et P un p-sous-groupe de H. 
Alors 
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et en particulier, 1 ‘induit d’un module de Steinberg gCnPralisP est un module 
de Steinberg gtntralisC. 
En effet, si A = 4:(B), alors la proposition 8 entraine que 
d”,(IndG, A) = 0 si Q nest pas conjugue de P dans G, et le lemme resulte 
alors du theoreme 2. 
Puisque L = IndG,G(p) M est dans l’image de #z, je sais que 
4 ;;“‘(L(Q)) = 0 = Wfl,(Q), L(Q)) si Q n’est pas conjugut de P, 
et l’egalite d. i( M) = M sera demontree si je sais que St( RG( P), L(P)) = M, 
ce qui rtsulte du lemme suivant, et du fait que M = St(R’,(P), M): 
LEMME 5. Soit A Eg(mo(P)), et B=IndgGcpJA. Alors St(m,(P), B(P))= 
We,, A 1. 
Par le lemme 3, j’ai 
Und&,,,ANf’) = c 
IndNG(P’ 
.XE TG‘G(P,NG(P)) 
NG(P p>-~j A(P”)“-‘. 
Or P.P”-’ opere trivialement sur A(P”)“~‘, puisque A est dans g(m,(P)). 
Pour trouver l’image par f$lh;Y(‘) de la somme precedente, il sufht de 
sommer sur les x pour lesquels 
N,(P, P”‘) n P.P”-’ = N,(P) n P. P”-’ = P i.e. P’=P 
et alors 
9 Ey(‘)( B( P)) = d$:‘P’(Ind 2;;; A(P)) = WN,(P), A) 
d’oti le lemme 5, et la proposition 11. 
COROLLAIRE. Tout kG-module virtue1 M s’t?rit de faGon unique sous 
la forme M=CpE~p~G~~~ IndG,,cp, M,, oti M est un kli;i,(P)-module de 
Steinberg gtn&alis& ci savoir M, = St(m,( P), M(P)). 
En particulier, si M et N sont des R,(P)-modules de Steinberg g&CralisCs, 
et si IndG,,,., M = IndG,ti.p) N, alors M = N. 
Le Proposition 4 passe done Cgalement a l’anneau de Green. Cependant, 
l’image de #E, n’est plus engendrte par les projectifs: il est m&me faux en 
general que dI;I ,(M)(P) = 0 si P # (1). 11 est pourtant possible de faire des 
hypotheses supplementaires... 
2.5 TransitivitP 
Je dirai par dkfinition que le kG-module virtue1 M est transitif si, quels 
que soient les p-sous-groupes P et Q de G tels que Pa Q, j’ai 
Reszif’Q, M(Q) = M(P, Q). 
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Par exemple, je montrerai que les modules de p-permutations sont 
transitifs, mais en gtnCra1, ce ne sont pas les seuls. 
PROPOSITION 12. Soit M un kG-module virtue1 transitijI Alors: 
(i) Si P E s,(G), le m,(P)-module M(P) est transitif: 
(ii) Si s E R,,(G), alors M(s) = ResN,$t;p”’ M(sup s). 
(iii) Les modules #F(M) sont transitifs, et de plus 
&W= c IndG,G(p,Q) Af’, Q).M(Q). 
f’~Q~‘~(Nc(f’)) 
Qmod.NG(P) 
(iv) Si PEsJG), alors d:,(M)(P) = 0. De mCme, si Q ES,(G) n’est 
pas contenu duns P ri conjugaison pr&, alors Q:(M)(Q) = 0. 
Les assertions (i) et (ii) sont quasi-triviales. Elles entrainent que si 
s E R,(G), alors les N,(s)-modules M(s) sont transitifs. La premittre partie 
de (iii) rtsulte alors de la dkfinition des 4: et du lemme suivant: 
LEMME 6. (a) Soit H un sous-groupe de G, et M un kH-module virtue1 
transitif: Alors Indz M est transitif: 
(b) Si P est un p-sous-groupe normal de H, et M un k(HJP)-module 
transitif, ulors Inf $p M est transitif: 
L’assertion (b) du lemme est une cons&quence de l’axiome [as]. En ce 
qui concerne l’assertion (a), soient P et Q des p-sous-groupes de G tels que 
Pd Q. 
Je peux supposer P # Q, i.e., (P, Q) E R,(G). Alors par le corollaire du 
lemme 3 
(1) Und~M)(f’, Q)= c Ind NdP,Q) 
YE Td(P.QLH) 
N,,vm,(P,Q) M((P, QY)--’ 
et puisque M est transitif, j’ai 
(2) M((P, Q)-‘)-‘+ = M(Q”)“-‘. 
D’autre part 
(Indg M)(Q) = 1 
.xE~GG(Q,H) 
Ind~~T~~CQ, M(Q”)“-’ 
et par la formule de Mackey, 
Res~l~,‘Q,(Ind~(M))(Q) 
X c 
IndNG’P.Q) 
.L’E NG(P.QM’G(Q)IN~,\ ‘(Q) 
NHx-,~-,(p,Q) M(Q”)“-I’-‘, 
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La somme Porte sur des y de NG(Q), done M(Q”) = M(Q”“), et je peux 
sommer sur y et yx = z qui sont tels que Qy = Q et Q’ c H. 11 vient 
qui est bien la formule (1) compte tenu de (2). D’ou le lemme 6 et la 
premiere partie de l’assertion (iii) de la proposition 12. 
Pour la seconde, j’ecris 
#z(M) = c (- l)“‘- ’ IndEGCS) M(s), 
IIs\ = P 
smod.Nc(P) 
et par l’assertion (ii), je sais que M(s) ne depend que de sup S. Done 
PEQGNG(P) 
Qmod.NG(P) sups = Q 
.smod.NG(P,Q) 
et j’observe que la somme sur s est l’image dans l’anneau de Green du 
module de Lefschetz de l’ensemble des p-sous-groupes de l’intervalle 
]P, Q[ qui sont stables par Q (je ne somme en effet que sur les suites de 
R,(G)). Or l’ensemble ]P, QcQ est N,(P, Q)-contractile si P ne contient 
pas Q(Q), par les contractions L c, L. @j(Q) H P. Q(Q). Son module de 
Lefschetz est done nul dans b(N,(P, Q)), et j’ai deja observe que 
p(P, Q) = 0 dans ce cas (pour le m&me raison). 
Et si P contient Q(Q), alors ]P, Q[ Q = ]P, Q[, et je noterai abusivement 
p(P, Q) au lieu de [p(P, Q)] l’image dans l’anneau de Green de son 
module de Lefschetz. D’oh l’assertion (iii). 
Pour l’assertion (iv), j’ecris 
c#&V)(Q)= 1 (-l)‘“+ ’ 1 Indk’Q) 
h’c(Q,~‘-‘) 
M(s’-’ * Q) 
infs = P xt Tc;(Q,h’~(.s)) 
.\mod.NG(P) 
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Mais M(s * Q) ne dipend que de sup(s * Q) = sup s. Q, et 
d%wK?)= c c IndNG’Q, 
Rap’-‘.Q 
NdP’-‘,Q.R) M(R) 
.XE G
Q’;cNc(P) RLNG(P’-I) 
x c Ind~[~:Jj’~Q~R) k, 
infs= PI-’ 
Q C NC(S) 
sup,.Q= R 
avec k,=(-l)‘“‘-‘ING(Q,S)I/(ING(P)I jNG(Q)l), en observant que 
NG(Q, S) = NG(Q, S, P”-‘, R) E NG(Q, P”-‘, R). 
Je note c la somme en s figurant ci-dessus, pour x et R don&, et H le 
groupe N,(PI’, Q, R). 
fJ= c w?“(S) c IndF(‘g) ) k c .s s 
SC [P”-‘,Rl infs = P’ 
Q L NC(S) sups = S 
S.Q=R Q E NG(s) 
et NG(Q, S) = NH(s) = N,(S, s). Done 
IS= c IN,v(S)l 
SE [PI-‘,R] 
lnd”f(L’) ING(P)I ING(Q)l infs= prr1 
C IndN,“,if; ( - 1 )‘“I ~ I. 
Q L NdS) 
S.Q=R 
sups = S QENG(~ 
smod.NH(S) 
Soit entin 
IHl 
O= IN&P)1 INc(Q)l s.cp.,-l,R,g lnd~H~s~p’PS~ c ‘3 SCQ 
S.Q=R 
Smod.H 
If4 
O= ING(P)I INdQ)I c SES~(RIP’~‘)Q 
Indzf,(,(,, p]., S[ pp‘-‘~p’~‘. 
s‘.(QP’-‘/P~m’)= R/P’-’ 
Smod H 
L’assertion (iv) rtsulte alors du 
LEMME 7. Soit H WI groupe opPrant sur un p-groupe R, en normalisant 
un sowgroupe Q non-trivial de R. Alors 
c IndgH(,, AWQ = 0 dam b(H). 
Stpp(R)Q 
S.Q=R 
Smod H 
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En effet, l’ensemble s,(R)Q est H-contractile si Q, done R est non-trivial, 
par les contractions L H L. Q H Q. Son module de Lefschetz s’ecrit 
o=- c InG’,,(,, 14s)~ - 1 InG,,(,) cLWQ 
SE~JR)~ s.~s& 
S.Q#R S.Q=R 
Smod.H Smod.H 
et la somme de gauche est le module de Lefschetz de l’ensemble des S de 
s,,(R)Q tels que S. Q # R, lorsque Q # R, et est nulle si Q = R. Or si Q # R, 
l’ensemble des S stables par Q tels que S. Q # R est contractile, par les 
contractions S H S. Q H Q, qui sont compatibles avec l’action de H. D’ou 
le lemme 7. 
J’en deduis pour l’assertion (iv) que c = 0 si QP-‘-’ #P”-‘, i.e., si Q n’est 
pas contenu dans P a conjugaison pres, done $:(M)(Q) = 0 dans ce cas. 
CQFD 
En particulier, je vois que #E,(M)(P) = 0 pour tout P# (1). Bien-stir, si 
M est un “vrai” module, et si MH M(P) est detini par les traces relatives, 
et si M(P) = 0 d&s que P # (1 ), alors M est projectif (une recurrence sur 
l’ordre de P montre en effet que MP = Trr,, A4, ou encore k”(P, M) = 0). 
Mais pour une autre application A4 t+ M(P), ou si M est un module 
virtuel, la meme hypothese n’entraine pas que M soit une somme de 
modules projectifs, comme le montre le cas oii G = Z/pZ, dans lequel tous 
les modules virtuels sont transitifs (la condition de definition des modules 
transitifs est vide): j’ai alors 4: ,(M) = A4 - M(G), qui n’est pas une somme 
de projectifs. 
Ces considerations justifient la definition suivante: 
Je dirai qu’un kc-module A4 est pseudo-projectif si M(P) = 0 pour tout 
p-sous-groupe non-trivial P de G. 
11 est alors clair que St(G, M) = A4, et que A4 est transitif. En notant 
T(G) l’ensemble des kG-modules virtuels transitifs, et Pp(G) l’ensemble des 
kG-modules virtuels pseudo-projectifs, je peux Cnoncer le 
COROLLAIRE. Les applications d et i de la proposition 11 induisent des 
isomorphismes de Z-modules inverses I’un de 1 hutre de T(G) dans 
0 PESp(G)/G PP(W#)). 
Remarque. Soit M un module transitif. Pour que A4 soit pseudo-projec- 
tif, il faut et il suffit que M(P) = 0 lorsque P est un sous-groupe abtlien 
Clementaire non-trivial de G. Cela resulte de l’expression de 4:) donnee par 
la proposition 12, 
d:,(M) = ~4 + c IndZ,,,, AP) M(P), 
PE.Tn(C)/C 
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et du fait que p(P) = 0 si P n’est pas abtlien tlementaire (j’ai deja note que 
p(Q, P) = 0 si Q ne contient pas G(P)). Alors si M(P) = 0 pour tout sous- 
groupe abelien eltmentaire non-trivial de G, j’ai d:,(M) = M, et M est 
pseudo-projectif. 
2.6. Modules de p-permutations 
Par definition, un kc-module de p-permutations est un kc-module qui 
admet une base stable par un p-Sylow de G. 
J’utiliserai ici essentiellement ies resultats de Broue dans [BRl]. Je note 
pg(G) le sous-anneau de l’anneau de Green forme des combinaisons 
lineaires de modules de p-permutations, et j’appelle modules de p-permuta- 
tions virtuels les elements de pg(G). Dans un premier temps, je supposerai 
que l’application MH M(P) est delinie par les traces relatives, et je 
montrerai ensuite que cela n’a aucune importance. 
2.6.1. Traces relatives 
Dans cette partie, je suppose done que 
avec Mg =TrP,(MR). Alors si M est un module de p-permutations, et si 
P CI Q, il existe un morphisme de Me dans M(P)Q, induit par l’inclusion 
MQ z MP, et ce morphisme est compatible avec l’action de N,(P, Q). 11 
induit par passage au quotient un morphisme de M(Q) dans M(P, Q). En 
choisissant une base de M stable par Q, chacun des modules M(Q) et 
M(P, Q) admet pour base XQ, et le morphisme precedent est l’identitt. 
Done A4 est transitif, et j’ai ici pg(G) G T(G). 
PROPOSITION 13. Soit M dans pg(G). 
(i) Si PE.YJG), alors 4:(M) E pg(G). 
(ii) De plus, le module virtue1 b:,(M) est diffPrence de deux modules 
project+. 
L’assertion (i) provient du fait que si M est un module de p-permuta- 
tions, alors M(P) est un module de p-permutations, et du fait que l’induit 
d’un module de p-permutations est un module de p-permutations. 
L’assertion (ii) resulte du 
LEMME 8. Soit ME pg(G). Si M est pseudo-projectiJ; alors M est 
d$J&ence de deux modules prqjectifs. 
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I1 est prouvt: dans [BR 1 ] que l’application M H M(P) est une bijection 
de l’ensemble des modules de p-permutations indkcomposables de vortex P 
sur les m,(P)-modules projectifs indhomposables. Alors les modules de 
p-permutations indtcomposables peuvent kre index&s par les couples 
(P, E), oti P est un p-sous-groupe de G et E un nG( P)-module projectif 
indkomposable: le module M( P, E) est l’unique module de p-permutations 
indtcomposable de vortex P tel que M(P, E)(P) = E. 
Alors si ME pg( G), je peux kcrire M sous la forme 
M= c YP.EWP, El avec qp,E~ Z 
(P, E)mod G 
et si Q est un p-sous-groupe de G maximal tel qu’il existe E avec qQ, E # 0, 
alors puisque M( P, E)(Q) = 0 si Q n’est pas contenu dans P modulo G, j’ai 
M(Q)=~YI,,.E=O si Q#(l); 
t; 
done va,.s = 0, une contradiction qui prouve que Q = (1 ), i.e., que M est 
combinalson lintaire de kG-modules projectifs. D‘oti le lemme 8 et l’asser- 
tion (ii). 
COROLLAIRE [ PUl 1. Les modules InG&cP,E, oti P dPcrit les p-sous- 
groupes de G ci conjugaison prts, et E les N,(P)-modules projectifs indkom- 
posables, forment une base de pg(G). 
En effet, si ME pg( G), alors les modules St(m,( P), M(P)) sont tous pro- 
jectifs, done combinaison lintaire de m,( P)-modules projectifs indkom- 
posables, et les Ind&,, E engendrent done pg(G). Leur indkpendance 
rksulte de la proposltlon 11, et du fait que si E est projectif, alors 
E = St@,(P), E). 
2.6.2. Cas g&&al 
A prksent, je suppose simplement que l’application M H M(P) vCrifie les 
axiomes [al] g [a7]. 
Puisque les modules project@ sont transit& je diduis du corollaire prPc& 
dent et du lemme 6 que les modules de p-permutations sont transitifs. 
En fait, le cas “ghtral” n’en est pas en ce qui concerne les modules de 
p-permutations, puisque 
PROPOSITION 14. Si M est un module de p-permutations, alors 
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Autrement dit, toutes les applications MH M(P) vtrifiant les axiomes 
[al] a [a71 coihcident sur pg(G). 
Je noterai provisoirement MH M[P] l’application dkfhie B partir des 
traces relatives, et cp: les projecteurs correspondants. Je prouverai alors 
la proposition 14 en dkmontrant que M(P) = M[P] par rkcurrence 
descendante sur 1 PJ. 
11 est d’abord clair que d:(M) = q;(M), pour tout p-sous-groupe de G 
et tout M de pg(G): en effet, si E est R,(P)-projectif, alors E est un module 
de Steinberg gCntralisC (pour MH M(P) et M++ M[P]). Done Ind&,, E 
est dans l’image de 4: et dans celle de cp: (proposition 1 l), ou encore 
et 
4pGG(P) E) = 0 = ‘pg(Ind&) E) si Qzc P, 
qui prouve bien par IinkaritC que d:(M) = q:(M) pour tout M de pg(G). 
Ceci ttant, soit S un p-sylow de G. I1 est clair que 
4$+-f) = IndC,G(s) M(S) = v:(M) = Ind$&, MS1 
et que tous les N,(S)-modules sont projectifs, puisque X,(S) est un 
p’-groupe. Done, par le corollaire de la proposition 11, j’ai M(S) = M[S], 
ce qui amorce la rtcurrence. 
Soit alors P maximal tel que M(P) # M[P]. Je peux krire 
PsQ 
Qmod.A’G(P) 
et de m&me 
M[P] = 1 qg$yM[P]). 
PsQ 
Qmod.NG(P) 
De plus, 
4 gyM(P)) = c Ind$$!Q,R),P ,-de> R) M(P)(R)~ 
QsRENc(P) 
Rmod.NG(P,Q) 
puisque M est transitif; soit encore 
4 $?(M(P)) = 1 lndi?$,‘Q,R),p P(Q> R) M(R). 
QsRENG(P) 
Rmod.NG(P,Q) 
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De m&me, 
Ind~{&.R,lP AQ, RI MN. 
QsRGNG(P) 
Rmod Nc(P,Q) 
L’hypothese faite sur P entraine que dz$?(M(P))= 4zF’(M[P]) si 
Q # P, ou encore que 
M(P)--[PJ=~~q’P’(M(P))-~~~‘P’(M[P])=~~~’Pl(M(P)-M[P]) 
et alors M(P) - M[ P] est NG( P)-projectif. 
Comme de plus 
4:(M) = IndG,,,,, M(p) + c Ind&P,a, Ap, Q) M(Q) 
P-Q 
Qmod.NC(P) 
v:(M) = IndG,,(., WPI + c Ind&P,e, 0, Q) MCQI. 
P-Q 
Q mod. NG( P) 
J’ai aussi Indg(;,., M(P) = Ind&p) WPI, ou IndgGcPj (M(P) - MCPI 1 
= 0, ce qui prouve que M(P) = M[P] puisque M(P) - M[ P] est WG( P)- 
projectif. D’oti la proposition 14. Alors en notant Proj(G) l’ensemble des 
combinaisons lineaires de N-modules projectifs, j’ai la 
PROPOSITION 15. Les applications d et i de la proposition 11 induisent des 
isomorphismes de Z-modules inverses I ‘un de I’autre de pg(G) duns 
0 Ptsp(G)lG Pr4(WG(P)f. 
COROLLAIRE. Soit (M,) un complexe fini de modules de p-permutations, 
tel que pour tout sous-groupe abelien elementaire P, le complexe (M(P),) 
soit acyclique et scinde. Alors le module de Lefschetz de (M,) est difference 
de deux modules projectifs. 
En effet, si L est le module de Lefschetz de (M,), i.e., la somme 
x:, (- 1)’ Mj, alors L E pg(G), et l’hypothese entraine que L(P) = 0 pour 
tout P abtlien Clementaire non-trivial, done que L est pseudo-projectif 
puisque L est transitif, done enfin que L est projectif. 
Remarques. (i) Si G opere sur un ensemble ordonnt fini X, et si pour 
tout P E a,,(P), ensemble des p-sous-groupes abtliens eltmentaires non- 
triviaux de G, l’ensemble Xp est contractile, alors le module de Lefschetz de 
X est difference de projectifs dans g(G): c’est exactement le corollaire 
precedent, applique au complexe de chaines de X. Ce resultat est du a 
481 139,‘sII 
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P. Webb (voir le theoreme de structure du complexe de chaines dans 
[WEl, WE2]). 
(ii) Si XE b(G) est J,(G)-projectif au sens de la premiere partie, alors 
[X] est dans Proj(G), puisque [X](P) = [IX’] = 0 si Pf (l), ce qui justilie 
peut-etre la terminologie de la premiere partie. 
2.6.3. Produits 
La base de pg(G) obtenue plus haut est egalement interessante, car elle 
permet d’exprimer le produit dans pg(G) par des formules semblables a 
celles concernant la base de b(G) formee des G/H. En notant (G, P, E) le 
module Ind&CP) E, j’ai en effet 
PROPOSITION 16. Soit P (resp Q) un p-sous-groupe de G, et E (resp. F) 
un Ni,(P)-module (resp. un flG(Q)-module) projectif. Alors 
(G, f’, E)O (G, Q> F) = 1 (G, P” n Q, Ind$$P,:,~~’ E-‘0 F). 
:E NG(P)\GING(Q) 
COROLLAIRE. Soient A4 et N dam pg(G). Alors 
St(G, MO N) = c Ind&(P,Q) W~c(f’)> M(P)) 0 W~,(Q,> N(Q)). 
PnQ=(l) 
(P,Q)mod.G 
En effet, je peux ecrire 
et par la formule de Mackey 
(G,P,E)O(G,Q,F)= 1 IndsGipX,Q) (E” 0 F), 
.y E NdP)\GINdQ) 
et la proposition 16 en resulte si je note que le module 
L = IndF.{$Gf) E” 0 F est m,(P-” n Q)-projectif: c’est en effet clairement 
un m,( P’ n’Q)-module de p-permutations, et d’aprb le lemme 3, j’ai de 
plus L(R) = 0 si R # (1): en effet L(R) est par le lemme 3 une somme 
d’induits de modules de la forme (E” @ F)(R ?‘)?‘-‘. Mais puisque E” et F 
sont des modules de p-permutations, j’ai (E-’ @ F)( R ‘) = E”( R ‘) @ F(R -“) 
(cf. [BRl]), et ce dernier est nul si R Y n’est pas contenu a la fois dans 
Px/(Pxn Q) (car E” est N,(P”)-projectif) et dans Q/(P” n Q) (car F est 
NG( Q)-projectif), i.e., si R # ( 1). 
Le corollaire resulte alors du fait que si M=&p,EJmod c h&x P, E), 
alms WG, M) = CE v(,),~(G, (1 h E), puiwe St(G, (G, P, E)) = 0 si 
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P# (1) (second corollaire de la proposition 9). Appliquant St(G, -) aux 
deux membres de la proposition 16, il vient 
WG, (G, P, 0 0 (G, Q, F)) 
= c WG, (G, (11, Ind$6cpL,Q, E”O 01, 
TE NG(P)\GINdQ) 
P’nQ=(lj 
et de plus le module (G, (1 ), Ind&(.,,p, E” @ F) est projectif, done 
WG, (G, P, E)O (G, Q, F-1) = c IndJ;,Lcp,,B) E” @ F. 
yt NdP)\GINc(Q) 
PlnQ=(l, 
Or E”= St(NG(P.‘), (G, P-‘, E”)(P”)) et F= St(N,(Q), (G, Q, F)(Q)) par la 
proposition 15. De plus St(iV,(P’), (G, P”, E”)(P’)) = 0 si P’ n’est pas 
conjugut- de P, et de la m&me fagon St(n,(Q’), (G, Q, F)(Q’)) = 0 si Q’ 
n’est pas conjugut de Q. Le corollaire s’en dkduit pour M= (G, P, E) et 
N = (G, Q, F) en sommant sur P” au lieu de sommer sur x, et le cas ghtral 
en dtcoule par linCarit& 
2.7. Complt!ments 
2.7.1. Une autre formule 
J’indiquerai ici un autre moyen de calculer St(G, M). Pour cela, je remar- 
que que si P est un p-sous-groupe de G, et M un kG-module virtuel, je 
peux considtrer St(P, M) = St(P, Res: M) comme un N,(P)-module, en 
posant 
St(P, M) = Res&,, MS 1 ( - 1 )‘“I Indz{:‘,, M(s) 
.> ER,,(WNdP) 
dont la restriction 5 P est tgale au module prtctdent. Alors avec ces 
notations, j’ai 
PROPOSITION 17. Soit M E g(G). Afors 
St(G, M)= c IndEGCP) St(P, M)@St(rn,(P), k). 
Pe!p(P)IG 
Le proposition 17 est un cas particulier d’un rtsultat plus g&&al: soit X 
est un ensemble ordonnC sur lequel agit la groupe G, et pour tout x E X, 
soit M, E g(G,). Je note &4 la famille (M,),, x, et je pose 
Alors 
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PROPOSITION 18. Soient X et Y deux ensembles ordonnh sur lesquels 
opPre le groupe G, et soit &4 = (MJ, t X une famille de modules index&e par 
X, avec M,X E g(G,). Soit de plus f une application croissante de X dans Y 
compatible avec I ‘action de G. Alors 
En effet, le second membre s’tcrit membre s’ecrit 
= c IndZ, ( cI‘t YIG YE P/G 
Soit, en permutant les sommations, 
et la somme de droite est egale a -k, puisque (cf. [THI, BOl]) 
A If(J).. c Y = -k- 1 InG:,, hcv. 
1's l.f(.~LCYlG\ 
D’oti la proposition 18. 
La proposition 17 s’en deduit en prenant pour X l’ensemble R,(G), pour 
Y l’ensemble s,(G), et pour s E R,(G), en posant IW~ = M(s) et f(s) = sup s. 
11 vient alors 
R(X, M) = St(G, M) - M= 1 Indg,,,,(St(P, M) - M) St(N,(P), k), 
PESp(G)!G 
puisque R(fP, M)=St(P, M)-M si PEsJG), et vu que A,P,,CJp,G)= 
-St(m,(P), k). La proposition 17 resulte alors de l’identite 
qui n’est autre que le theoreme 2 applique au module k. 
2.7.2. Et de plus . . . 
La proposition 17 peut se gtneraliser moyennant I’axiome suppltmen- 
taire suivant, qui est vtrifie si M(P) est defini par les traces relatives: 
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[a81 Si M est un kN,(P)-module, et si N est un X,(P)-module pro- 
jectif, alors (M@N)(Q)=M(Q)@N (=M(Q)@Resz{F,)o,N) si QEP. 
Je peux alors tnoncer la 
PROPOSITION 19. Soit M duns g(G), et N duns pg(G). AIors si [a81 est . ,, . 
vrai, ,I a2 
St(G, MO N) = 1 Ind&,, St(P, M) @ St(N,(P), N(P)). 
PET~(G)IG 
Je peux en effet supposer par linearite que N = IndzGCp) E, oh E est un 
m,(P)-module projectif. Alors je sais que St(fl,(Q), N(Q)) est egal a 0 si 
Q fG P, et St(iV,(Q), N(Q)) = E si Q =c; P. D’autre part 
St(G, MON)=Ind&.,p,St(N,(P), MOE). 
Or si Q est un p-sous-groupe de N,(P) non-contenu dans P, alors 
(MOE)(Q) =O, car E est X,(P)-projectif: cela se voit en supposant E 
libre, i.e., multiple de Ind~‘P’ k et en utilisant l’axiome [a3], qui montre 
que (IndyCP’ M)(Q) = 0 si Q g P. 
Alors si s = (PO, . . . . P,) E &(N,(P)), et si P, g P, il est clair que 
(MO E)(s) =O. Et si P,E P, alors I’axiome [as] afIirme que 
(MO E)(s) = (M(P,)@ E)(P,, . . . . P,). En notant que ResziFi,P, E est un 
module projectif pour N&P,, P)/N,(P,), il est possible de faire une 
recurrence prouvant que (MO E)(s) est nul si sups $Z P, done que 
St(N,( P), M @ N) = St(P, M) 0 E, ce qui prouve la proposition 19. 
2.7.3. Cohomologie 
Le projectivite des modules St(m,( P), M(P)) pour ME pg( G) entraine la 
PROPOSITION 20. Soit M dans g(G) et N dans pg(G). Alors pour tout 
n E z, 
f?“(G, N*@M)= c Hom~,,.,(St(N,(P), N(P)), @VP, Ml). 
PE$(G)/C 
Le demonstration est la meme que celle de Webb pour le theoreme 6.8 
de [WE2], qui est le cas 06 N = k. EIle consiste pour 12 > 0 a appliquer le 
foncteur Ext;l,( , M) a I’equation 
N= c IndC,Gtp, SttNG(Ph N(P)), 
P~?p(GVG 
en notant que le terme correspondant a P = ( 1) disparait, puisque St(G, N) 
est projectif. D’autre part, 
Ext;,(N, M) = N”(G, N* Q M) 
436 
et 
S. BOUC 
ExGG(Ind~G~p, WNG(P), N(P)), Ml 
= W,G,,,(W&V’), N(W), Ml 
= ~“WG(~), W~G(f7, N(P))* 0 M) 
= Hom.,&k We,, NW)* 0 W. 
Cette derniere egalitt provenant de la suite spectrale des extensions de 
groupe, et de la projectivite de St(N,(P), N(P)). 
Le cas n Q 0 s’en dtduit par decalage. 
2.8. Une suite exacte scindie 
Les isomorphismes d et i de la proposition 11 permettent d’tcrire 
l’isomorphisme de Z-modules: 
g(G)= 0 St g(Nc(f’)). 
P ESp(G)/G 
Par une inversion a la man&e de Robinson, j’en deduis que 
St g(G) = g(G) 0 0 ( - 1 )‘“‘s(~,(s)), 
s t R,,(G)/G 
formule qui n’a a peu pres aucun sens. I1 est cependant possible de lui en 
donner un. 
Je peux dttinir sur R,(G)/G un systeme de coefficients, en posant 
g(s) = g(m,(s)). Si t est une suite extraite de s, et si ME g(s), alors je verilie 
que sup t opere trivialement sur Ind,,,,(,, AM’) M = g”(M). Je dtlinis ainsi une 
application g: de g(s) dans g(t). Ces application; sont telles que g: g: = g: 
si u c t G s, et de plus gt = Id,,,, V/s E R,(G). 
Plus generalement, si t est extraite de s a conjugaison pres, i.e., si il existe 
x dans G tel que t’ z s, je note g:(M) le module g;(M) ‘, qui ne depend pas 
de X, car si t” et t” sont extraites de s, alors tX = t?, done x. y- ’ E NC(t), 
qui opere trivialement sur g(t). J’obtiens ainsi un systeme de coefficients sur 
R,(WG. 
Alors si i est un entier, je pose 
si= @ g(s) si i>O 
s E R/,(C)/G 
,s( = i 
So = g(G), S-, = St g(G), si=o si i< -1. 
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Je dtfinis alors des applications d, de S, dans S,- , en posant 
d-,(M)=O, d,,(W = WC, W, d,(W = IndZGcp) M 
pour M dans g(Nc(P)), et pour M dans g(s), avec (31 = i, 
d,(M) = & (- l)‘- ’ g:,(M), 
/=I 
ou s,~ est la suite s privee de son j-ieme terme. 
Alors les di sont des differentielles, i.e., di dj+ r = 0 pour tout i. Les S; 
forment done un complexe (S,), dont le i-kme groupe d’homologie est par 
definition le i-&me groupe d’homologie de R,(G)/G a valeurs dans le 
systeme de coefficients st+ g(s), et note H,(R,(G)/G, SH g(s)). Ici j’ai un 
complexe augment& qui permet d’avoir la 
PROPOSITION 21. Le complexe (S,) est acyclique et scindb. 
D’oh il ressort que St g(G) est le module de Lefschetz du complexe 
tS*)ib03 ce qui donne un sens a la formule precedente. 
Je vais dtfinir des morphismes ai de Si dans Sj+ ,, qui seront tels que 
Id, = di + , ai + ~1, ~, d,, ce qui prouvera la proposition 21. 
Je pose /I ~, (M) = M si ME St g(G) et pour M dans g(G) 
PO(M) = 0 St(~c(f% M(n) 
PESJC)/G 
(P non-trivial). 
Plus gtneralement, si JsJ = i, avec i> 1, je note A(s) l’ensemble des suites 
de longueur i+ 1 qui prolongent s, i.e., l’ensemble des suite t telles que 
t-sup t=s. Alors si t EA(s) et si ME g(s), je peux parler de 
M(t) = M(sup t), done de St(w,( t), M(t)). Alors, ayant choisi un systeme 
de reprbentants Ti + 1 des classes de conjugaison par G de l’ensemble des 
suites de R,(G) de longueur i + 1, il existe t’ dans Ti+ r et x dans G tel que 
t’” = t. Je peux alors considtrer l’tlement St(m,(t), M(t))“-’ de g(t’), qui ne 
depend pas de x a multiplication a droite pres par un element de NC(t). 
Alors je choisis pour tout tEA(s)/NG(s) un element X,E G tel que 
t”c-’ E T,, , et je pose 
B,(W= 0 Sf(WG(f), M(t))“;’ 
I t A(.s)/iYc(.,) 
qui est un element de S,+r = eIET,+, g(t). 
De man&e a kiter les systemes de representants, je vais identifier (Si) 
avec (0 ,sI = i g(s))“: le groupe G permute en effet les g(s), et choisir pour 
tout s E R,(G)/G un element de g(s) revient a choisir pour tout s de R,(G) 
un element M, de g(s) tel que M: = MST. 
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Alors si x:, IV, E S,, j’ai 
oti j’ai omis les “modulo” dans les indices de sommation. 
Done 
= C Ind~C,l~,“,q’St(m,(sup),M,(P))(-1)’~’ 
I.S. P 
+ (- 1)” c Indz[:? p) St(N,(s u P), M,(P)). 
s, P 
D’autre part 
d, 
et dans g(s), I’kltment M, se dtcompose en 
M, = WRG(s), M,>) + C IndN,CG’,;t pj St(#,Jsu P), M,(P)); 
P 
done 
=c Ind$iz;’ St(N,(s), M,)( - 1)” 
i, 5 
+ c Indc$:L p) St(R,(s u P), M,(P))( - l)j- l. 
i, s, P 
Pour calculer fi,-, d,, je dois compltter les suites si figurant ci-dessus en 
des suites s, u Q, avec sup sic Q G N,(s,), puis calculer pour le terme de 
gauche ci-dessus, des expressions du genre 
X= St(m,(si u 01, (Ind$[Z;’ St(Wds), M,))(Q)), 
et pour le terme de droite des expressions telles que 
Y= St(m,(siu Q), (IndN”‘“” ,vc~su P) St(m& u P)t ~,(O)(Q)))- 
Pour calculer X, je remarque que en tant que N,(s)-module, l’&.ment 
N= St(m,(s), M,) est dans l’image de #z$‘, done (lemme 4) que son 
induit L ti N,(si) est dans l’image de 4 2;:‘. Alors en posant H = NG(si), je 
peux krire X sous la forme ++:‘(“‘(L(Q)), qui sera done nul si Q n’est pas 
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conjugut de sup s, ce qui sera toujours le cas si i# IZ, puisqu’alors 
sup s = sup si. Et si Q = sup s (done i = n), alors si u Q = s, et dans ce cas 
X est egal a St(m,(s), M,) par le lemme 5. 
De meme pour calculer Y, je note que le module N= 
St(N,(s u P), M,(P)) est dans l’image de ~~(‘” ‘), et son induit L A NJs,) 
est dans l’image de dp,C’z). Avec les memes notations, je peux ecrire Y sous 
la forme b(,) “““(L(Q)), et Y est done nul si Q n’est pas conjugue de P. Et 
si Q = P, alors 
Y= Ind~~~~~pS’ St(fl,(.r u P), M,s(P)). 
11 vient 
= (- 1)” C St(m,(s), M,) + 1 IndN,“,~“,~., St(mc(s u P), M,(P)) 
s F. P > 
qui n’est autre que ( - 1)” C, M,, et il sufIit de poser CC, = ( - 1)” /In pour 
n > 1 pour avoir pour tout i > 1 
De plus si i = 0, alors 
(d,cl,+a,+,d,)(M)= 1 Inf&p,St(~,(P),M(P))+St(G,M)=M 
P t s,(G)/G 
par le theorbme 2. Enfin pour i = - 1 
(d,cr-, +cr-,d-,)(M)=St(G, M)=M si MESt g(G), 
&oh la proposition 21. 
II est possible d ‘appliquer la proposition 21 de manihe plus gdntrale: si 
pour tout quotient K = L/P d’un sous-groupe L de G par un p-sous-groupe 
normal P, et pour tout SE&,(K), j’ai un sous Z-module de g(iif,(s)), not6 
h(N,(s)), tel que: 
(i) Si t E s E Z&(K), alors Indzi:\ h(m,(s)) s h(m,(t)). 
(ii) Si ME h(K), alors St(N,(Q), M(Q)) E h(R,(Q)). 
J’obtiens alors le resultat suivant (a rapprocher de celui de Webb dans 
[WEl]): 
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COROLLAIRE. Sous les hypotheses preddentes, le complexe 
. . . --f 0 W,(s)) + @ h(N,(s)) -+ ... 
.s E R,,( G)/G SE R,,(G)/G 
ISI = I ISI = I ~ 1 
. . + 0 h(m,(P)) + h(G) -+ St h(G) + 0 
PE.s,JG)/G 
est acyclique et scinde. 
En effet, le complexe en question est bien dtfini d’apres (i), et stable par 
les cli d’apres (ii). 
En particulier, ce corollaire s’applique en prenant pour h(G) l’ensemble des 
modules transitifs de G, et alors St h(G) est l’ensemble des modules pseudo- 
project@, ou encore pour h(G) le sous-module pg(G), auquel cas St h(G) est 
l’ensemble des modules projectifs virtuels de G. 
2.9. Conclusion 
Si M est un kc-module virtuel, j’ai delini le module de Steinberg de G 
pour le module M par 
St(G, M) = M+ c (- 1)‘“’ Ind&(r) M(s). 
A l R,,(G)/G 
Ces modules de Steinberg generalists ont les proprietes suivantes: 
l Les applications d de g(G) dans @pETp(G St[mG(P)] et i de 
0 Pe_s,(C),G St[NG(P)] dans g(G) delinies par 
d(M) = @ St(m,(P), M(P)) et =c IndEG(P) M, 
P 
sont des isomorphismes de Z-modules inverses un de l’autre. En particulier, 
les applications MH Ind&,, St(N,(P), M(P)), pour Po_sJG)/G, sont des 
projecteurs deux a deux orthogonaux de g(G), et leur somme est l’identite. 
l Cas particulier: St(G, k) = -St,(G). 
l Si O,(G) # ( 1 ), et si M est semi-simple, alors St(G, M) = 0. 
l Si M est pseudo-projectif, alors St(G, M) = M. 
l Si M est transitif, alors St(G, M) est pseudo-projectif. 
l Si M est un module de p-permutations, alors St(G, M) est difference 
de deux kG-modules projectifs. 
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l Si H est un sous-groupe de G, et si ME g(H), alors 
St(G, Indg M) = Indz St(H, M). 
l Soit M dans g(G). Alors St(G, M) = 0 si et seulement si M est 
combinaison lineaire de modules de la forme IndzCfP) N,, oh P est un 
p-sous-groupe non-trivial de G et N, un N,(P)-module. 
l Soit M dans g(G). Alors 
St(G, M) = c Indg,,,, St(P, M)@St(N,(P), k). 
Pe.?,,(G)/G 
11 faut noter que si le noyau de l’application MH St(G, M) est bien dtter- 
mine, l’image depend par contre de l’application MH M(P) choisie au 
depart. 
2.10. Appendice 
Pour les axiomes [al] a [a6], j’ai exige que M(P) soit delini pour tout 
module M pour un quotient H = L/Q dun sous-groupe L de G par un 
p-sous-groupe normal Q. L. Puig m’a fait remarquer que ces conditions 
sont bien trop fortes, en se placant du point de vue des residus (cf. [PUI]). 
Si l’on accepte de se placer dans go(G), et que M(P) soit eventuellement 
un module virtue1 mCme si M est un “vrai” module, il suffit en effet que les 
axiomes [al] a [a7] soient vrais si H est un sous-groupe “cyclique modulo 
p” de G, i.e., si H/O,(H) est cyclique (auquel cas L est lui m&me cyclique 
modulo p). Le fait que M(P) soit un vrai module sert uniquement a assurer 
que M(P) = 0 si M est projectif et P # (1) et il est toujours possible de 
rajouter cette condition pour les sous-groupes cycliques modulo p. 
Je noterai c(G) l’ensemble des sous-groupes cycliques modulo p de G. Si 
ME go(G), et si H est un sous-groupe de G, je note comme dans la 
premiere partie ez l’idempotent de l’anneau de Burnside attache a H et G, 
et je pose rdL(M) =eg resg M. 
Le restriction de e: a tout sous-groupe propre de H etant nulle, il en est 
de meme de rdk(M). Je note rd’(H) l’ensemble des elements de go(H) dont 
la restriction a tout sous-groupe propre de H est nulle: c’est l’ensemble 
“dual” des rtsidus, que Puig considbre dans [Pull. 
Comme la somme des eG “, pour H modulo G, est egale a G/G, et comme 
Indg e: = [N,(H) : H] ez, je peux ecrire 
M= 1 
1 
~ Indz rdi(M) 
HLG [G:Hl 
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pour tout M de g,(G), ce qui ttablit l’isomorphisme entre ge(G) et 
(0 H rdO(W)‘. 
D’autre part, l’image de ez dans g,(G) est nulle sauf si H est cyclique 
module p, et done rd’(H) = 0 sauf si HE i(G). La formule ci-dessus et les 
axiomes [al] a [a71 imposent alors de prendre pour un kH-module A4 
M(P)= c 1 
PGKE[(N”(P)) [NH(P) : a Indwp 
NH(P)‘P rdi(M)(P). 
Inversement, si les axiomes [al] a [a71 sont vrais lorsque H est cyclique 
modulo p, alors la formule prtctdente permet de delinir M(P) pour un 
kH-module pour H quelconque, et les axiomes sont alors vrais en general. 
En effet, il est clair sur la formule que M(P) ne depend que de 
Res NHCP) M, d’oti l’axiome [al]. Le lintarite de l’application MF+ M(P) est 
egalement Claire, d’oti [a2]. 
Pour [a3], j’ai besoin de calculer des expressions du genre rdT(Indg M): 
LEMME 9. Si K et L sont des sowgroupes de H et ME g,(K), alors 
rdt(IndF M) = 1 rdF(M”-‘). 
xc T”(L, K)/K 
En effet, 
et je peux sommer uniquement sur les tels que L c K”-‘, auquel cas 
LxK= xK, d’oti le lemme. 
Alors si P est un p-sous-groupe normal de H, et K un sous-groupe de H, 
j’ai par definition de M(P) 
(IndfM)(P)= c ~ 
PGLE[(H) CH’ L1 
Indf;:,P rdF(Indfh! M)(P) 
et rdt(Indj: M) = 0 si L n’est pas contenu dans K modulo H, done si P 
n’est pas contenu dans K, d’oti la premiere partie de [a3]. Et si PG K, 
alors 
(Indi M)(P)= 1 1 IndF;: rdO,(M”-l)(P). 
PE LEC(H) [H:L] 
x E TdL, W/K 
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J’observe alors que rdt(M”-‘) = (rdT,(M))“-‘, et 
d’oti la deuxieme partie de [a3]. 
L’axiome [a41 se dtduit de m&me du cas cyclique modulo p: en fait, 
Puig m’a indique qu’il est une consequence de [a3], et de l’utilisation de 
la forme bilineaire canonique de g&G). 
Pour l’axiome [as], il est preferable de dtvelopper l’expression de M(P) 
sous la forme 
1 
Mf’) =JHJ PFLEKe;(H, W, KClLl Ind? M(P) c 
qui s’ecrit encore 
Je note de plus que a]L, . [ iCHj est nul si L ne contient pas O,(H): l’ensemble 
IL,. Ci(H, est alors contractile par les contractions Uw U + O,(H) ++ 
L.O,(H). 
Je puis alors calculer (Infz,, M)(Q), pour P et Q sous-groupes normaux 
de H, sous la forme 
1 
(lnf&~ W(Q)= -~HJ PelLEi(H, WC. C(W) IndF/z(Res, Inf&, M)(Q) c 
et Res, Inf&:/, A4 = Infi,, M, ce qui me permet d’appliquer l’axiome [a5] 
suppose vrai sur c(H), et alors 
1 
(*nf?W(Q)= -~PP6Lc:IH)PIL,.[i(,rl c Indf/z Inf$o M(PQ) 
ce qui prouve l’axiome [as] en general. 
Enfin les axiomes [a61 et [a7] sont trivialement vrais s’ils sont vrais 
pour les groupes cycliques modulo p, et si M(P) est defmi par la formule 
don&e plus haut. 
En notant que l’axiome [a41 entraine que rdi(M)(P) est un element de 
rd’(L/P), et en utilisant l’isomorphisme indique plus haut, il devient 
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possible de defmir les applications MH M(P) directement au niveau des 
residus rdO(H) des groupes cycliques modulo p. 
Cependant, les rtsidus rd” ne se comportant pas tres bien vis-a-vis de 
I’inflation, il est alors plus nature1 de considirer les residus “ordinaires” 
d&finis par 
NH) = gQ(H) /( 1 Indi g&9) 
KcH 
Avec ces notations, on a encore (cf. [Pull) un isomorphisme fG entre 
g&3 et KBHcG WW. 
Si ME g,(G), on delinit rd,(M) comme l’image dans rd(H) de la 
restriction de A4 a H. Pour dtlinir M(P), I’axiome [al] permet de se 
ramener au cas ou P est un p-sous-groupe normal de H, et alors les 
axiomes [a2] a [a4] indiquent que I’application MH M(P) factorise sous 
la forme f;i,h, fc, oh h, est une application de @ KsH rd(H) dans 
ePcKEHrd(K/P) telle que h,(M)=0 si MErd(K) et K 2 P, et 
h,(M) E rd( K/P) sinon. 
Les axiomes [a31 et [a41 sont alors des consequences de cette factorisa- 
tion. 11 reste a imposer l’axiome [as], qui exprime la commutativite du 
diagramme 
rd(H) hQ ) rd(H/Q) 
NH/p) hpQ;p b rd(WPQ) 
lorsque P et Q sont des p-sous-groupes normaux de H. 
Enlin les axiomes [a61 et [a7] restent inchanges pour les rtsidus. 11 reste 
linalement la condition sur les modules projectifs mentionnee au debut de 
l’appendice. 
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